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���� ������ *�� �$����� �$ ��� ������ ����� 5��>?	 ��� �������� *��) ��%
������� �� ��� ���$ �� ��� ������ *�� ������� ��� ����� �+��������$ ���� ����*����
/-4 >����# �# 1@�# ���# ����� ������	 .� ����������# ��� ��������� ���� ���
���������� ����# ������� �+���������# *������ �������# ��������# ��� ��� ������
������ *��� ������� � /-4A5���+ ��������� �$����# �����$ ��� ����� ��������%
����# ��� ���� B�� =�� ��� ����	 ��� ������ *����$ ������� ��� ��� ����*���
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. ��)��*����� &������� ������� ���� � ������ �� ������������� ��� ���$ ���%
���� ����� �� �$ ��		 ������� *�� ������ �$ ���  !
��	 ���		� ������� �
(.B�� ���C��� ������� ��� �� .B..�# 4��������� 5���� �� 2��+�����# 2�������#
2������# ����� ��� ����������� �� ����	 =����� 2������# ��� �� �������������
*��� ��� (�(�� 4����� ����� ������$ �� 1��������# 2������	 (�� ��+ ������
�$ �������� *�� ������ �$ ��� ���� ���# D����� 4����������# D�����# �*����#
*���� . ���� ���� *��)��� ����� ��� ����������� �� ����	 ���������� ��6����
��� �	 ��� ��)���	 (��� ����� ���8 �� E��� ��� # �$ ��		 ������� ����
���� ��������� �$ ��� �������������� ������� # � �������� ��� B������� -��%
*��) ������ �$ ��� .�������� =���� ��������� ��������� �� ��� 1���������
�� ��� >������� 1����������# ����� �������� ������ =�B-%1�%8;;;%��8�:	
.� ��� �����*��) �� ��� �������������� ������� # . ��� ��� ������ ����������$
�� *��)��� *��� �*� ��3����� �������� ������� . ���� ���� ��� ��� $��� *���
.-�>55>F�.F# ���������� 4��������G� ��������# ��������# /�����$# *����
�$ *��) ��� ���� ���������� �$ ����	 H������� 2���� ��� �	 ������ ��I�'��	
����� ����� ����# . ���� ���� *��� .B..�# 4��������� 5���� �� 2��+�����# 2���%
����# 2������# *���� . ���� ���� ���������� �$ ����	 
���� �����	 ��������
���� E��$ ��� # �$ ��		 ������� ���� ���� ������ �$ ��� �����	� �� ���������
��	����!�� �� ��� �����	���! ���	"���� �� #�
�$�� ������� ��� �������� ���C���
���% �������� �$ ����	 
���� �����	

. ������� �$ �������� ������ ���) �� 8;;: *��� �$ 
������� ������ �� ��� �������%
���� �� 
�����# 
����# .���$# ����� ��� ����������� �� ����	 ������ 2������� ���
����	 /������� 2�������	 . �����$ �*� ���� �� /�������� . ���� ������� ����
��� ���$ �� ��� ����)� ���� ������� �$ ���������� ��� ���� ���� ���� �� ������
�� ��� �������� ���� ��� �� ���� ������	

H���� . *�� *��)��� �� �$ 
������� ������# /������� ���������� �� �� .�.�#
.������� ���� 
���� �� ����� �����.���������'� ����&�����# 5�����# �*��'������#
*���� . ��� ����	 5��� 
���� /���������� ��� ����	 
���� �����	 5���� ��#
. ��� ��� ����� �������� �� *��) *��� 5��� *����� ��� �������������� ������� #
��� 
���� ������ �$ ��		 ���������� �� .B..�	

��*�$� ����)� �� /�������# . C����� .B..� �� �� �+������ �������������
�������	 ����� . ��� ��� ������ �� �� ���������� �$ ����	 =����� 2������	
=����� ��� �� �+����������$ ������ �� �������� �������� ��� �� ��)��� ����
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�������� �� ��� ����������� ���������� �� ��� ������ �� ����&���� ������������	
. ������ �������� �� ��� ����� ������ �� ���� /����� � 1���# ��� �����������

�� �� ��� �����$ ������'����� ���) �� 8;;9	 ��� �����%������ ����������� *� ���
�� ��� ����� ���$�� � ��C�� ���� �� ������� �$ ����� �� ���* �� ��������������	

H��� �	 
��) <������ . ������ �$ �������� ��� ��� ����$��� �� ��������������
���� ��� ������� �������� ����� �� ���*	 
��) �� �+������$ )��*��������� ��
���������� ��� ������� �������� �����$� H��)��� *��� ��� ��� ���� ���$ ������
��� ��� ����������� �� �$ ������ 	 	 	 ��� ���$ ���# ������J

���� *��) *���� ���� ���� �����$ ���������� *������ ��� ������� �� �	
������ ��I�'��	 .� *�� ������ *�� ��������� �$ ��������� �� ��� ������� ��
������ �������������� ��� *�� ��������� ���� �$ ������� �������� ���)������
����� �� ���&����$ �����$�� �� ���� �������	 ������ ��� ���� ���$ ������� ��
����� $����� .� ��� ������ �� �$ �������� . ����� ���$ �� ��� ������ ��� �� ���
����� �+��������	

����	 
���� ����� ��� ���������� ���� *��) �� ����# ��� ���� �� ������� �$
�������� ���������� ����� ����	 
���� ��� ���� ��� ������� ����������� =� ��� ����
�+������$ ���������� ��� ��� ������ �� ��� ������� �� �$ �������� ��� �$ �������&�
�������$ ��� ���� �����$ ����������	 
��� �� ��� . *��� �� ��)��*����� ���� ���
����� ���� 
���� )��� ������ �� �$ �������� ������� ��������# �����������#
��� ������������� ��������� >+������$ )��*��������� �� ��� �����$ ������'�����
&���	 �'� ()* ��������������# ������� �������� ���# �� �������# �� ��� ������ . �����
�� �$ *��)# 
���� �����$ ������ ��)��� �������� �� ������ ���� ��� ���$ ������� ��
�$ *��)	 ����� ����� $����# . ��� ���� �� ����� ���� 
����# ��� ��� ���$ ��
�������&� ������ �������$ ������� �� �$ ������	 .�����# 
���� ���� �� ��� ������
�� ������ ��� �� ������� ���)� ���� �� *������ ������� ��� ���C��� ���������#
�������� �������� ���C����# ����������� ��������# ������'��� ������# ���+ . ���
��������� ��� ����������$ �� ������� ��� ���������� ���� � ���������� �������� ���
�� ������� �)���� ���� *��� �� ���$ ������ �� �$ ������ ������	

2����� 
���� ��� ������# . *��� �� ����) ��� ������ ���������� �� ������ �� ���
����� ����� �� ��� �������������� ������� # �� ����������# ����	 5��� 
	 /��%
�������� ��� ����	 2�� ��������	 � ������� ����)� ���� �� ��� $���� �����������
�� ��� �������������� ������� ��� �� ��� ����� ����������� ���� ���� ���� ����%
��* �������� �� ��� �������� ���������� �� ��� ���*��)� 5������ 2������# �	
1�������� 2���# �	 ������ 2����������# 
���� 1����������# �	 
�����C� ���
2�����# �	 .���� ���������# �	 ����)� (�������# �	 E����� F��*���# ������
F������# 
�+ 
������# �	 
������ 
����������# �	 -������ 
������# (����'��
,�������# 5�K� �������# �	 
���� ����'�# �	 ������ B���# �	 ,����� B����%
����# �	 >��� �����# �	 
������ �������# ������� ������������# F�'$�'���
�����# ��� F���� @����������	 ����� $���� �� �������� �������� ���� ���� �����#
����# �*���# ��� ����� L��� ���������$ ���� � ������ �� �����M ��� ���$ ���� ����
� ����� �������� ��� � ����� ������������ �� ��� ����) $�� ���J


�������# . *��� �� ����) ��� L���������$ �����������M ������ . ���� ����
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*��)��� *��� �� .B..�� ����	 �������� �����# �	 2���� 
������# @�������
/������# �	 >�$ 2���������# �	 -��) 2������*# ������� ���N����# �	 E����
/��O�# (�������� ������# >������� �������# ����	 ������ 
�����# ������ =���� 5�%
�����# @��� �������# B������� /��P# ������� -��$��# 1������� �����'��# ������
1����'���# E���� =����# �	 ������� 5������# ����	 
����)� 
�����*�# B������
�������# �	 
������ 2�� =�����# �	 ��� 5�������# 1���� 
�����# ������
�����# 1��������� ����������# ������ ��������# 4�)� ���������# �	 (���) @�����
2������# -�����G�� ��)�����# (���Q���%?����� H������# 
���� E	 2����# (������
2�������# 
������ 5�����# B������ /��''����# ��� 
����� �������R ��� ��� L���%
������$ �����������M ������ . ���� ���� *��)��� *��� �� .-�>55>F�.F� �	
/����� /������# �	 ����� /��������# �	 4����� �����'# �	 �����$ S��������)�#
�	 =����� F�����# ��� 
���� ���������	

,� � ���� �������� �����# . *��� �� ����) /�'����' 1������)# ���� B������#
1������ B�������# >���� 5��'���# ������ /����# 5��� � 
����# E����� �����%
���� 2���# E������ 2���# E���%������ @�� B�$ �� ��	���	# E���%5��� ��� �� ,�
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��� ���� ������� ������� �� ���$ ��3����� �������� �� ��������� ��������� ���
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�������������� L/�����# 8;9:M	 
������������� ��� ������� ����������� ���������
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�������$ ��������� ��� ���������� �� �� �������� �� ��� ������ ��������������#
���������� ����# ��� &����$ ��������� ������ ��� ����� ���� ����������	 .� ��$
����# ����� ����� ������� ���� ���� �3��� ���� ��� ����������� ���� ������� �� ��
�� ��� ��������� ���# �� ���� �����# �������������� ��� ���������$ ������	�
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�� ������ �����$ ���� �������	 -�����������# �� ���%��%���%��+ �������������� �� �
������������� ��� � ����� ������� ���� ��� �$������$ ����� ��� ����������� �� ��
�� ��� ���������# *��� ��� ������ �� ���������	 ��� ���� U�+������$ �� ��������������
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����� � ���� ��������� ��������� ���$ �$ ����� �*� �+�������� ��� ���� ���
���������� �$ ���� �� � ������	������� ��������� ������ �$ ���� �������������	
-� ������ ���� �� ����������� ����������$ �� ������$ ������� �� ���� ����� ���
���� ����� ���� �������� �������� ��� ����������	 ���� ��������# ������ �����
�+������$ �������# �� ����� �����# �������$ ������������# ��� �+�������	
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��� ������������� ������'����� &��� ���� ����� *��� ��� ������������ �� ����%
����������� ����� ��� �������� ���� �� �������������� �� �� ����������$ ������ ���
���������$ ��� ��� �� ��� �3��� ������ ��� ��������� �3������ ������'����� ����%
������ *��� ��* �������� �����# ��������� ���&�������� ��� ������ ������ ��
���������� �� �� �������� ���� �� ��� �������� �� ��������������	 H� ��� ���&����
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��� �+����� 2��� �� �+ L8;;"M# ���������$ ������ ��������� ��� ���� ����� �� ���
�����	 ���������$# ���� *��)� ���� ���� ��������� ���������� ������ �������
��� ���� �� ���� �� ���� ��� ���������$ ��������� L1�$ �� �+# ���8R ������%
K�' [ 5�����# ����M ��� �������$ ���$ ���������# ��� �������� ����$��� �� ���
���������� ��� �� �� ��� ���������� ���� ��� ���$ ������ �� ��� ������ �������
�������� �� ��� �������������	 ��� ���� ������������ �� ��� ������ �������� ��
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������# ��� ������ ������� ��� ��� ��������������� �� � ������� �������� �������	
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����� ���������# ��	�	
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�� �� ���� �+������# *��� ������ � ������������� *� ��� ����$ �� ������ ���
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��'����� �������������	 H��� *� ������� ���� ������������ �������� ��� ��� &���
���� �� 2�������� �� �+ L����M# *� *��� ��������� �� *�� ���������$ ����� �� ���
������'����� ����������	 ,��$ �����*����# *� ������ �*��� ����# �������� *���
��3����� ���� ��� �� � ��3����� �����+�# �� ��� ���� ������$ ���� �$ H������ [

������$ �� ����� ������� *��)� �� ��� 	� ���� �	�� ������� L8;;:R 8;;7M	 ��%
�������$# ���� ������� *�� �� ������� ��� ��� ������'����� ��������$ ���� �� *���
���������X��� ��� ���$ �� ��	 .�����# ���������� *��)� �� ��� 	� ���� �	��
������� ��������� �$ ����� ������ ���� ��������� ���$ �������� �� ��� ��������
������� �$ H������ [ 
������$ L8;;:# 8;;7M ��� ���� ������� ��� ��������� ��
� ����������$ ������� ���� ��� ����� �� ���������X��� ��� �+����� B�����3� [
����$ L8;;"M# ���������� �� �+ L���8M# .��� [ ��������� L���0M# ��� 1���� [
F��*��� L���0M	 .� �� ����������� �� ������ ���� ��� �������� �� � �������������
����� �� ��� ����� �� ��� ��������� ���� �� �����$ ���� �������������� ����� ��
�� ����$��� �� ������'����� ������ ���� � ������� �������� ����� �� ���*� .� ��
������ � )�$ ������� �� ���� ������ �� �� ��# ���� �� *��� ���$ ��3����� ����# �� ���
*��) �� H������ [ 
������$ L8;;:# 8;;7M# ������� ���� ���� � ������ �������
�������� ���)������ ��� ��� �����$ ������# ���� H������ �� ����������# *�����
��� ������� �������� ��������$	

������� �������� ������� �� ��� ������# ���� ���� ����� ���� � *��� �����������
�������� �� ������� ��������# �� ��� �+���������� ����������$ �������	 .� ���
������� �������� ����������# ����� ��������� �� ��$�� �� � ����� ���������� ���*���
���� ���� ��� �������� � �������� ������� ��� ���� ���� ��� ��� ����������	 
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����� �������� ������������� ��� *��� �*��� �� ��� ���)� ���������� *��� � ���������
�� ���� ����������# ���� ��# ��� ���) �� ��������$ �������������� ��� �����������
�� � �������� ��������	 4��������	
 �� ��� ������� ���� �� �$������$ ����)�� ���
���������� ���� ���������� ��� ��3����� ����������� *��)� ���� ���� �������
�� ��� ����$���X��� ��� �+����� /���� �� �+ L8;;�M ��� @����) L8;;"# 8;;9M	
4�����������$# �� ������� �*������� �+���� *����� ��� ������'����� ��������$
�� ��� ���)� �������� ���� ��������� ��� ����������� �� � ������������� �� ���
���� ��������� ���� *���� ���� ��� ������ ��� ����������	 .� ��� ������ *� ����
�������	�	
 ��� ���� ��������'����� �� � ������������� ��� � �����&� ��������# ��
����� �� ���������� .� ����������# *� ������ ��� ���� �� ������ ��� �����������
�� � ������������� �� ����� ��������� ���� *���� ��� ���������$ ���� ��� ���&�%
����� �� &��%������ ��� ���������� �� ��� ������������� ������	 ���� ������� ��
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��*�$� ���������� ��� �+���������� ����������$ ������� �� ��� ������# �
������� �������� ������� �����*�� ���� ��� ������� �������� �������� �� ��� ��%
�������� �������$ ���� *�� ���� �� ��� ���������� �� ��� ������ ����������
��������� �� ��� ������ ��� �� ��� ����$��� �� ��� ���)� ���������� *��� ��� �����%
��������� �������	�	
 �������	 B�%�������� ������� L/���# ���8M ���� ��# ���
�+�����# ��� ��������� L>���� [ ����������# 8;;7M# ��� ����������� ������� ����
��� �3�������$ ���� ��� ��������� ��� �����&����� �� ��� ����������� ���� ��� ��
���*� ���� � ����� ���� ������	 B����� ���� ����� ��� ����� ������ �������$#
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��%�������� ������� ��������� ���� � ������ �� ������������� �� ��������� �$
��������# �������$ *��� �����������# ��� �������� ����	 ��� ���������� ����$��� ��
���� ��������� �� ��� �� �������� �������������	 ����� ������� ��� �������$
�����$�� �$ ������� �������� ������������� ���# �� ��� ���� �� ��� )��*�����#
���$ ���� ����� ���� ������� ������ �� ��� ��������� ����$��� �� ��������������	
-�����������# ��%�������� ������� ��� �����������$ �������� ��� �������� �� ����%
���������� ��� �� ��� ������ ���$ ����* �� ������� �� �+������$ ����� ������ ��
���� �� ��� �������������� ����� ����$��� ��� �� ���* ��������� ����������� ����
*���� ���� ���� ����������� �� ����� �$ ������ �����������	�

��� ��������� � ��� ������

2����� ���� 1������ 8# ���� 1������ � �� �� � ���)�� �����������$ ������	 .� ��
�������� �� �*� ������ ,� ��� ��� ����# ������� �	8 ���������� ���� ���)������
)��*����� ����� ������������� ������'����� ��� ��������������	 .� ����������#
���� ������� �������� � �������� �����* �� ��� ���������� ���������� ��� ���������
���������� �� �������������� ��� ��� &��%������ �� ����� ����������	 ,� ��� �����
����# ������� �	� ���������� ��� ���������� �������� ������� ��� �� ����������
��� ����	
 ����� �� ���������� ���� *��� ���������$ �������� *����� ��� �������
�������� ��������$ ��� ������� ��� ����� ��������� �������	 ����� ����������
����� �� ���� ������ �� � ������ �� ����������� ��� ���)���� ��� ������� �� ������
��������������	

1������ 0 ����� � ������� ��&������ �� ��� ������ ������� ���� �� ����������
�� ��� ���� �� ��� ������	 (����# �� �������� ��&������ �� ����� ������� �� �+�����
�� � �$����� ��������� �� *���� ��� ������ ������� �������	 ����# � ������
�������� �� ��� ������� �� ��������# *���� ����� � ������� ������������ �������
�� ���� �� ��� �������� ����������� �� ��� �������� �+�����	 ��� ���� ���$�� �$
1������ 0 �� �� )�$ ���������� ��� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���� ��
��� )��*�����# ��� ��&������ �� ��� ������ ������� �� ��� &��� ������ ��&������
�� ���� ������� ����� �� ��� ����������	 .� ��� ��� ����� �� ��������� ��� ����
������ �� ��� ������� �� ������ �������������� ��� �� ���* ��� ����� ������������
*��� ��� ���������� �������� ������� ��� �� ���������� *��� ����� ���������	

1������  �������� ��� ����	
 ����� �� ���������� ��� ������� ��� ������ ����%
��� ��&��� �� 1������ 0	 ����� ����	
 ���������� ��� �������� �$ ���� ����%
������ ���������� *����� ��� ������� �������� ��������$ ��� ������� ��� �����
��������� �������	 .� ����������# ��� ������ ��������� �� ����������	 ������

������� �� ��� �����$ �� ����	
 ���������� ��� �� �� ����������'�� �$ ��� ����%
���� �� � ����� ����������� ����# ��� 0������	 ������� �	����� �� �����	�� ��

��� �� � ������ �� ����"��� �	�����:�
 �� $��	�� 253� ���� -03 �� (����� 2� �� ����
 ��
04244 ������	�� �	�� �� �������� ����� 	����
� ��� ��;��� -4 � �� ����	������� �� �� ;��
 ��
������ �
����
� �� ��� �����TM <� -/44=����
 �������� ����	���5 �� ���	���" � ��	��
�
���� �	�� >�	�
 ��� ��;�� ���� ��� 0×1013 �� ��� ��� ���� ��� 35. ������� "����? @	��� �
�����
������ ���� 5 5 5 ���������" >�� "�	 >�� �� ����	
� �� ���	�� �� "�	� �5�5 �����A
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��	�� L1������# 8;;;M# ���� ��� ����� ���� ���������� ������ �� ��� ������ ��
����	
 ����������	 �� �� �� �+������� �� ��� ���$ �� ��� �������# ��� (�������
���� ������� �����������$ �������� �� ��� �����+� �� �������������� ������	 ���
������� ��&��� ���� ���� ������� ����������� ���������� ���� ��� ����� ������%
���������# �� �� *��� �� ���� ����� �� ��� ������� ������# ����� �� ��� �������� ��
�� ����������� $�������) ��� ��������� ��� ����������� �� ��� ������ ����������
��������� �� ��� ������	 �� � �$%������� �� ��� ����������� �� ������ ��� ��
��� ����� ������ ���������� ��������� �� ��� �������# �������  	8 �������� � ���%
��� ����$��� �� ��� ������� �� ���������� ��� �+������ ����������� �� � �������
���������� ���������# ���� �� � ������������� �� ��� �� ��� ���&��������	 ����
����$��� ��� � ��C�� ������ �� ��� ��������� ����$ ��������� �� 1������ " ���
������� ��� ���������� �� ��� �+���������� ����������$ �������� �� 1������ :	

1������ " �������� �� ��������� ���������� �� ��� ������ ���������� �����%
����� �� ��� ������	 ��� ������� �� �������� �� �*� ����� ������ ����# ���� ��
��� ����� �� ��3����� ������ �� ��������# �� ���*��� ��� �3���������� �� ��� ����%
������ ����� ����$���� ,� ��� ��� ����# ������� "	8 �������� � ������ ���������
����$��� �� *���� ��� ����	
 ���������� ��������� �� ��� ������ ��� ��������# ��%
��� ���������� ����������# *��� ���� ����������� ������� ���� ����� �� � $�������)	
.� ���� �������# �*� ������ �������� ��� ����������	 .� ��� &���# ��� ����������%
��� �� �� ����� �� �������� 	���	 ������ ��� ��� ������'����� ������� ����������
�� ��� ���
����� ���������� �������	 .� ��� ������# ��� ��������� �� ���
��	��
 ����������� ��� ��� ������� �� ��� ��������� �������� �������	 (��
���� ������ ��������# ��� ��3������� �� ��� ����������� �� ��� ���������� �����
����$��� ��� �������� ������� ����������� ����������� ����� �� �����&�����# ��� �
������ �� ������ ��� �������� ���� ���� �������'� ��� ���������� ��� ������%
��������� �� ��� ���������� ����������	 ,� ��� ����� ����# ������� "	� �������
���� �+������ �� ��������� ������������ �� ��� ����	
 ���������� ��������� �� ���
������	 ����� �+������ �� ��� ������� ��$ ������ ���������� *��� ����� ����%
��� ��� ��� ���� �� � $��������� ������ ���� $��	�������� ������	 ����� ���� ��
�� ���* ���� ��� �������� ���������� ���� ��� U�+������$ ��� ��������$ ���� ���
��������$ �� ��)� ���� ��������� ��� ��������� ������������	

1������ : �� �� � ������ ������������� ������ ��� �������� � �������� ����������
�� ��� �+���������� ����������$ ��������$ ������� �� ���$ *��)� ���� �������
��������� ����$��� �� ��������������	 ,� ��� ����� �� ��� ��&������ �� ��� ������
������� ����� �� 1������ 0# ��� �� ���������� �� ��� ������ ����$��� �� ��� �������
�� ���������� ��� �+������ ����������� �� � ������������� ����� �� �������  	8#
*� ��� �� ��� �������� �� ������������ ���� �������� �� ��� ������� ����������$
��� ��������� �� ����������� ��������	

>��� ������� �� ��� ������ �� ��������� �$ � ������� ������� �� � ����������
��� � �������� ���������� �� ��� �������� ��������� �� ��� ������� ������	 (����
����������� ��� ���*� �� 1������ 7# *���� �������� �� �������* �� ��� �������
��������� �� ��� ������# ���� ���� �� �����������# ��� ���������� �������� �+���%
����� ��� ������ �������� ����������	
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����� 8	8� (��� �������� �������� ������ ��� �*� ��������� ���� ���� ��������
�� ��� ���������� �� ��� �������������� ������� ���� ������� ��� ���� ������
���*��� ��������� ���� ��� ������ ��� 	

(������ �������� �� ����� �� ��� ����+��� ���$ ����� ������ ����# ��������
�������$ ������� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������# ���� ���� C����� ��� �������$
��������$ ��� �����*��� ��� ������� U�* �� ��� ���������	 .� ����������# ����+ �
�������� �� �������� ����$��� ���� � ������� �������� ����������� �� ��� ��	��

�����������# ��� �� ��� �������������� ��������� �� ��� ������	 ,� ��� �����
����# ����+ 2 �� �� �������* �� 	��
 	�������# � ���������� �������� ������ ����
�� ��������� �� ������� ��������� �� ��� ������	

��� �������������� �������

��� �������� ��������� �� ���� ������ *�� ������� ��� �� ��� �����*��) �� ���
������������	� 
����� *���� �������� ��� �������� �����������# ��� ��������
�����������# ��� ��� ��������$ �������	 ��� �������������� ������� �� � �����%
��� ��� B������� -��*��) ������ �$ ��� .�������� =���� ��������� ���������
�� ��� 1��������� �� ��� >������� 1����������# ����� �������� ������ =�B-%
1�%8;;;%��8�:	 ��������� �� ��� �6���� �������� �� ��� �������������� �������
L����M�

��� 
�� �� ��� 
������������� -��*��) �� �� �����	 ��� �	������	��	

�� �������������� �� ���� ���� ��	 �� ������ ���� �5������� �� ���
������	 �� �������	� �������� �����	������ �����������	 �������+

��� ���������� �� ��� �������������� ������� ������� �� ��������� ���� ��� *���
������������ �� ������ ��� 	 � ����� �� ����� ����� ���� ���� ��������� &��
�������� �������� ������ ��� �*� ���������X��� ����� 8	8 ��� � ���� �� ���
������������	

��� �������� ������ �� ��� �������������� ������� ��� ���� �����$ �+���%
�������	 ����� ��� ���� $��� ���� ������ �� ��� ���C���# ��3����� �������������
������'����� �������� *��� �������	 ��� ���*��) ���)��� &��� ���� *��� �����%
����� �������� �������� ���� �� ������ ��������	����� ��� ���
�����



;

����������	 ,��� ��� ���*��) *�� �������$ ��� ��# ��� ����� ����� �� ����
����������� ��������� ��� $��� *�� ������� �� ���������� ��������# �� ������%
���� ����� ���� ����
����� L������� �� �+# ����M# ��� $��� �� �����������
��������# �� ���������� ����������������� ������	���� LB����%���� �� �+#
���0M# ��� &����$ ��� $��� �� ������� ������� ��������# �� ���������� �������

������� ���� ���������� 
����
 L2������ �� �+# ��� M	 (�� ���� �� ���
�������������� ��������# � ������ �� �������������� *��� ����������� ������%
��� ���	���� �����	���# ���� ������# ���	�������
 ����������# �������� 	���	 ������#
��� ��� ��	��
 �����������	� ��� ����$ �� ���� ������� ��� ���� ������'�� ��
����� ������	 ����� ��� ���� �����# ��� ������ ���� *���� ������� � ���%
�������$ ����$��� �� ��� �������	 ���� ���� *���� �� ��� ��� *��� ��� ����
�����&���� ���)������ �+�������� �� ��� ������� �� ����	 ��� ���� �� ��� &���
����� *���� �� �� ��������� ��� ���� ����������� �������� �� ��� ������� ������#
����� ��� �������� ��������# ��&�� � ����� �� ��������� �� ��������# ��� ���������
� ������ ����*��� ������$ ��������� ���� ����������# �� �����A������ ���������
��� ����� ����*��� ���������� ���� �� �� ����������� ����� ������	� .� ��� ��	(
��# �����# ���� �� ��� �������� �������� ������ *���� ��������� � ��3�����
������������� �� ��� ����� �� ��� ������ ����*��� ������$ ��������� �� ��� &���
�����	 ����� �������� �� ��� ���������� *��� �������� �� �� ����%���� �����%
���������� �� ��� ����� ���������� �� ���� ������������� ������ �� ��������� ��
������������� �� ����� ���������# *������ � ������ ������� �� �����������	 ���
������ ����� *���� �������� *��� �� ��������� ����$��� �� ��� �������������
�����������	 .� ��� ����# �����# � �������� ����������� ����� ��� ���*��)
����� *���� ��)� ����� *��� ��� ��� �� ��������� ���� ����%����������# �����%
��$ �$����# �������������� ����� �� ��� �+�������� �������� ������ ��� &��� �*�
������	

�������� �� ��� �������$ �� ��� �������� �����# ��� ���������� ����� *����
����$ ��� ����������$ �� �������� ��� �������������� ����� ����$��� ��� ��� ����%
���� �� ����%*���� �������� ������� �� ����� ������� �$ ��� �������� ��������	 �
���������� �+������ �� ����������� ��� �+�������� ���*��� �������� ��� �����%
����� �������� �������� �� �� �����$ ����&���� ��� ���� ����� �� ���� ��� ��������
����������� ��� ������ �� ������� ��� ��������� ��������� �� ����� *��)# ��� ����
��� ���������� ���������� � *����� �� ��* ��� ��������� �����	

��� ������ �� ���� ������ C����� ��� �������������� ������� �� ����� ���8 ���
����� 8� ������ *��� .-�>55>F�.F �� ��������# /�����$# ��� �9 ������
*��� .B..� �� 2�������# 2������	 ��� �������� ����$��� �� ��� ������ �������
��� ��� ������ ��&������ *��� �������� *���� ��� ������ *�� *��� .-�>55>F%
�.F	 ��� ������ ���������� ��������� �� ��� ������ *��� &��� �����$�� ��� ������
��� ���������� �� ��� �*� ��������������# �����$ ���	���� �����	��� ��� ��������

����� ��������� ��� �����
	��
 �� !������ 35-595
�!�� !������ 35-� �� ������	��� !������� 35-52 ��
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���� �� ����� ����� �� �� �������������� �� �����	�������5
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	���	 ������# ��������� �$ .-�>55>F�.F ��� ��� ������ ����� �� ��� ��������
�� ����������������� ������	����	 H��� ��� ������ ����� �� 2�������#
��� ���� ������ �������� *�� ������� ��� ��%������� ��� ��� ��	��
 �����������
��������� ����������� �� .B..�	 ����� ��� ����� ����� �� ��� �������� �� ���
����������� �������# � C���� �������� ��������� .B..�# .-�>55>F�.F# ���
>1B/ *�� ��� �� *��� ��� ��� �� ��������� � ����%���������� ��������� ���
����������� �$ ��������� �������� �� ��3����� �������������� ���� *��� ������
���������� ������ ��� ������ �����	 .� ���� �3��� ��� ��������� �� �$���� ����%
���������# � ����������� ���� *�� ���$�� �$ � ����%��������� ������ ���������
������� ���� ��� ������� ��������� �� ���� ������	 ��� ��������� ��������� ���%
��������� ��� ���������� ��������� �� ��� �	���	����	� ��������	
 ��������
���	 ������'�� �� ���0 �$ ��� �������������� ������� ��� ��������� �$ �����#
��� ������������� ������ �� ����������� �� ��� �������� �	� ������ �� ���������
��������	
	 
�������# ��� ����� ��������� �� ���� ������ ��� � ��C�� ������ ��
��&���� ��� �+���������� ����������$ ������� �$ ��� �������������� �������
��� ��� ��������� ���������� �� ��� ���������� ��������� *����� ��� ���*��)	 .�
����������# ��� ����$��� �� ��� ������� �� ���������� ��� �+������ ����������� ��
� �������������# �� ��������� �� �������  	8# ��� �� ��� ��&������ �� � ����� �+���%
������� �������� ���� *�� &��� ������� ��� ��� ���������� �� ��� ��������������
��������� ��� ��� ������� ������� �������	
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�������� ��� ������� �� ������ �������������� �� �����$ �������� �� ��������� ��%
���������� ��� ���*����������� ��� ������� ��)��*�������� �� ���� ����# �� *���
��&��� ��� ����������� ����������$ �+���� ��� ���)���� ��	 .�����# ��� ���� ����)%
��� ������� �������� ���� ��� ���������� �� ���� ��� ������� ���� ���)� �� � �����
��� �+������ ��&������ *����# �� ��� �������# ��������� ���� � ���� �������������
�� ��� ���$ ������ �� ����� �������	� �� � �����������# ��� ����$��� �� ��� �����%
��%���%��� ���� *� ������� �� ���� ������� *��� �� ����������$ Y�� ��� ���������Z
.� *��� �� ����������'�� ���� ������$ �$ *��� �� ������� �� ��� ���������� ������
���� �$ *��� �� �������	

���� ������� �� �������� �� �*� ������ ,� ��� ��� ���� ������� �	8 ����������
���� ���)������ )��*����� ����� ������������� ������'����� ��� ����������%
����	 
��� �� ��� �����&�# ������� �	8	9 ��������� ��� ������� �������� �� ������
��������������# ��� ���� ������� ������ ��������� �� ��� ����������# ���� ��# ���
�+�����# ��� ��&������ �� �� �+���������� ����������$	 ,� ��� ����� ����# ���%
���� �	� ���������� ��� ���������� �������� ������� *���� ������� �	�	7 ���������
� ����� �� ����� ��������� ������� ������� �$ ��� ������� �������� ��������$	

����� �*� �����# *���� ����� ���������$ ���� ����� ���������# ��� ���������
��������$ �$ ��� ��&������ �� ��� ������ ������� ����# ������� L��� ������ ��� ��M
��� ������� ���� ��� ����������# �� ��� ����� �� ���� ������� ��� �� ��� *���� ������	
��� ���������� �� ���� ����� �� ��� ���� ���$ �� ��� ������� ��� ��&������ ��
��� ������ ������� �������� �� 1������ 0 ���*� ���� ������ �������������� ���
�� ������ ��������� �� � �������� �������	 (����������# 1������  ����������
�� ��������� ���� ������� ��������$ �� ��� ����� ��������� �� ������� �	�	7# ���
���� ��� �� �3�������$ ���� ��� ���)���� ��� ������ �������# �� �� �� ���*� �$
���� �+���������� ������� ��� �+������ �� ������������ �������� �� 1������ "	
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��� ���� �� ���� ������� �� �� ������� ���� ���)������ )��*����� �� ��� ���
�� �������������� ��� ������������� ������'����� ��� �� ������ �� ��� �������
�����%�� ���%��� ��� *��� �������� ��� ������� �� ������ ��������������	

.� ���� ������� �	8	8 *� ����U$ ������� ���� ���������� ��� ������������� �����
����� ������'�����	 .� ������� �	8	� *� ���� � ������ ����������� �� ��� ����%
��'����� ������� ��� �� ������� �	8	0 *� ��������� ��� ������� �� �������������
������'�����	 .� �������� �	8	 ��� �	8	" *� ������� �� �������* �� ���� �����%
���� ����������� ������� �� ��� ������+��$ �� ������������� ������'����� ��������
��� �� ��� � ������ ����������� �� ������'����� ����������	 .� ������� �	8	: *�
��������� ��� ������� �� ������������� ��� �� ������� �	8	7 *� ������� � ������%
�$� ���* �� ��� ���� ������� ��������������	 (�����$# �� ������� �	8	7 *� �������
��� ������� �� ������ �������������� �� �� ������� �� ��� ����������	

	���� � ������������� ��� ���������� �����������

,�����'����� �������� ��� �+������$ �������� ��� ����� �� ��$ ����� �������$ ��
���$ ��������� ��� ���������'����� �� ��� ������� ������� �� ��� ����������� ������
�� ��� �� ��� ����	

.� � ����� �����# �� �������� ����� �� ������ ����� � ��� �� ������������� ���
���� ���	 .� ���� � �����# ��� ��� ��*�$� ���������$ ������'�� ����� ��� �����
�� ��� ������ H���� ����� �� ���) ���� ���� ����V H���� ������ �� ���� �� ����
����V H���� ���� �� ����� ��� ����� ��V

.� � ���� ������ �����# �$ ������'����� *� ���� � �������� ������� ����
�������� ��� �+������ ��&������# �$������$ �� ��� ������ �������� �� �����������#
�� � ������ ������ ��� �� � ���������	 ��� &��� ���������� �������� �� � ���������$
����� ������'����� ������� ������� �� �� ������� ���������� L@.�� ������$M *��
������ ��* ���� *��)� �� *���� �� ������� ���� ������ ���������# ���� �� ������ ���
.@�� ������$ ������ 1�����# �� *�� )��*� ���� ����� ��� ����� &����� �� ����
��������� ��� ������ �� ��� ��� �� ������� ������� ��� ���� ����� ��� ����� �� ����
������� ��� ������ �� ��� ��� �� ������� ������	

.� ��� 8; �	1# ��� 5���� ���� @����� ������� ��� ������ �� ��� ���������� ��
��� ���$ �� 1�������# ����� 9�� �	1	�
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�+‡
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��� ���������� W���� ��� ������� -���� ������� ����� U����� ��� ������$ �� ��%
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A

B

(����� �	8� ��� �������������	� ������� �������� �$ 2�������� �� 8:;:� �����
��� �������� ����� C������ �*� ������ A ��� B �� ��� �������� �����# &�� ��� ���
*���� ������'�� ��� ���� �� ������� �� �� ��C��� ������ ����� ������$ ����� ���
���� ������	

����# ��� ������� �� �������� ��� ����� ����� �� ���� ��� �� ���� ���� �� ��� �����
������� *����� ��� ���� �� � ����	 ��� �� �������� �� ���� ��� ��� ���� ���� ����
������# C����� ���� ���� � ����# ��� ���� ��� ������ ��� ����� � ���������# �����
��� 
������������ ����� �� � ������������$ �������$� 2$ ������� ��� ���� ����
� ����������# ��� ������ ��� ������� �� ��3�����	
 ��� �������� ������� *����
������$��� �� ������������� ����������	�

��� ����� ���������� �� ��� ?@.. ��� ?@... ��������� ����� ��� ������ �����
������'����� ��������	 .���� -�*��� L8: �!87�;M# 1�������� =�$���� L8:�;!
8:;"M# ��� 5������� >���� L87�7!879;M ����$ ��� �������X����$ ������# �
�������$ �����������X�� ��+���'��� ��� ����� �� � ���C������ �� � �������� �� ���
������� ���������	 .� 8:97 -�*��� ������� � ������� �� �$����$������ ������'�
*���� ���������� �$ ���$��� ��� ����� �� �� ��C��� ��������� ������� ��� *����	
.� 8:;:# E����� 2�������� L8::7!87 9M ���������� ��� �������������� �� ��� ����
�� ����� ��� �������������	�� ������� L2��������# 8:;:M� /���� �*� ������ �� ���
�������� �����# &�� ��� ����� �� � *��� C������ ��� �*� ������ *���� ������'�� ���
���� �� ������� �� � ����� ���� ���� ������ ����� ��� *��� ����� ������$X��� (��%
��� �	8 ��� � ��������� �������������� �� ��� �������	 (��� �������������� �����
� �������� ����� ��3����� ����������� E����� 2�������� �������# -�*���# E����
2�������� L8:" !87�"M# 5�����' L8: :!878:M# ��� �� 5�=]����� L8::8!87� M	�

-�*���$�# ������'����� �������� ������ �� ��� �������� �� ������������ ���
���$ ��� �� ����
	�	
# *���� ����������'�� ��� �������$ �� �� ��������# �� �� ���
*��������# �� ����� ������$# �� ������'����� �������� ����� ��� �������� �������
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&�� ��� ��� ���� �����&�� � ��� �� ����� ����������� ��� ������'�� ��� �����	�

-�����������# ��� ���������� �� ������'����� �������� �� ��� ���������� ��
���������$ ��� �� ����� ��������� ��� �+������ ��������$ ���� �� ������� ���%
������ .� ������� �� 	����� �� ������ ��� ����# ���� ������������ ��� ����������
������ ��������� ���� -����� ������# �	 ���� ��	��# ������'��	 ��� �����%����
��������� �� ������ �� (����� L8:�8!8::"M �� � &��� ��C�� �+����� �� ��� ������$
�� �������� .� ������� ���� ��� ������ ���� ���*��� �*� ������ ��)�� �$ � ����
�� ����� �� ��� ��� *���� �� ��������� �� ��� ����� ����	 ����� ���� � ������$
�����# �� ��� ������������� *��) ��!����!� L878�M# 5�����' ������ ���� ��� ���%
����� �� ��� ���� �������	� ���� � ������������� ����� ��� � ����� ��U����� ��
��� ����������� �� ��� ���	���� �� ����������	 *���� �� �� ��������� ����� ���
������ �� ������ ���� �������� �� ����������� �������� �� ��������� ���������$
����������� �� -�*����� ��*�	� (���� ���������� �� 87"� �$ 
��������� L8:;9!
87";M �� � ������* ����� ����# ��� ��������� �� �����%������ *�� ���� ��&���
��� ������� ��������� �$ ����� �������������� ���� �� >����# 5�������#� ���
H������ B	 =������� L89�"!89:"M	 ���� ��������� �� ������ ��� �� ��� ��������
��������'������ �� ��� ��$����� �������# �������� ��� ����$ ����������� ����� ���
������ �� ������� ��������� �� ��� ??�� ������$		 @��������� �� ��� �����%
������ ��������� ���� ������ ������ �� ������� ���������$ �����$# ������� &���
�����$# ��� �������� ��$����	 �� � ������# ���� ��������� ���� �� ��� ���� �� ����
�� �����������$ ����������� ��$����	

	���	 ��� ������ ����� ���!���

(������$# �� ������	� �� �� ������0����� ������ �� � ���� (S, f) *���� S
�� � ������� ��� �� ������	� ��� f : S → � �� � �������� ���� ���������� � ���� ��
���� ��������	 ��� ������� �� �� &�� � s̄ ∈ S ��� *�����

f(s̄) ≤ f(s) ��� ��� s ∈ S. L�	8M

���� �� ������� s̄ �� ������ �� ������ ������	 �� ��� ����� ��������	�
 �� �
��������� ��������# �� ��� ������ *� *��� *�����

s̄ = arg min
s∈S

f(s), L�	�M

�������������"� � ���������� �� ����� �� �� ����� �� �� ���� �� � �����	� ��
 ��� >���� ��
�� ���:� ���� ����	�� �� �����������5

�C���	� ����� �������� ����>��� �� >�	�
 �� ��
������	������ ���� *�
5
�� �����;���� �����
	����� �� ��������� �������� ���� ���� ��� ����������� �� ����� ��

����:�� &-80.'5
�*�	����� ��
����� ��������� &-9B21-0-B'5
�+���� ��� �� �� ��D	������ �����" �� �������� &���� -08B' 
��� ��� ���� ������� ��

��������� �� �����=������ ��� E�������F� �������:����� �� ��������5
�	�� �� �	������" �� ����	���� ������:����� �������� �� ��������	�
� ��
�����5 (�����"� ��"

������:����� ������� (S, f) ��� �� ����������
 ���� � �� ���:����� ������� (S, g) �" �����"
�����
����� g = −f ��
 ��������� �� ���G	����" �� +G	����� 35-5 �� ��� ����� �� �� ���
 ���
�� �	������ g ������� � ����� �� ��� ���	���� �� S5
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*���� *��� Yarg minZ *� ������ ��� ������� �� ��� ��� S ��� *���� ��� �������
�� ��������	��

(�� �����������# ����� ��� ��������� ��3����� ������� �� ������'����� ��������#
���� ����������'�� �$ �����&� ���������� �� ��� ��� �� ��������� ��� �� ��� ����
��������# *���� ������&�� ��� ������� ���������$	 -�������� �����������# ���%
��+ �����������# ������ �����������# �������� �� ���������# ��� ������� �������
��� C��� �+������ �� ���&���� �� ������� ����������� ���� ������� �� � �����&�
����� �� ������'����� ��������	��

	���� "��!��������� ������ �����

.� ���� ������# *� ����� �� �����	������ �����������	 �������# *���� ��� ����%
��'����� �������� ����������'�� �$ � �	��� ��� �� ��������� S# ���� �� �$������$
��&��� �� � ������ �� ��� �������� �����	����	� �� ����������	� �� ����� ����
��	�	��	 ��� �����*��� �+����� *��� ����� �� �� ������������ �� ���� ����� ��
���������

����1� 2�������

S��� ������� *���� �� ����� ��� ������ �� @���'��# @�����# =��U���#
=������# ��� �����	 S�� ��� ��� �����$ ����$ ����� ���� ����� $��
*���� ������ ����� ���*���J

.� ����� �� ��)� ��� ���� �������$ ���� ����������# $�� *��� �� �����
�� �� ����� ��� �������� ���� ���� ������ ������� ��� ��� ����� ������	

.� ���� �+�����# *���� ��� ������ *��� ���� ��������$ �������'�� �� �� ��������
�� ��� *��� )��*� ��������� �������� �������# ��� ��� �� ��������� �� ��� ���
�������� �� ��� �������� ������������ �� ��� ����� ������	


��� �������$# *� ��&�� �� ������	� �� � 	����������� ������0�����
������ �� �� � ���� (S, f) *���� S �� � �	��� ��� �� ���������# ��� f : S → �

�� � �������� ���� ���������� � ���� �� ���� ��������	 ��� ������� �� �� &�� ��
������� �������� s̄ = arg mins∈S f(s)	

�� ������$ ��������� �����# �� �������� �� �$������$ ����� �� ����� �� ����
��� C �� �����	�	��� ��� ��� �� ��������� S �� ���� ����������� ������ �� ���
��*�� ��� P(C) �� ��� ���������� C# ��� ��� ���� �������� f �� �������� �� ���
����� �� ��� ���������� ����������	��

��C� �	����� ��� ��� S �� �����
5 ��
�� ��� ���	������� �� �����	� �� f �� S ��
��

� ����5 �� ��� �����	� �� �������
 ��� ���� ��� ��� ������� �� S� �� �� � ������ �� ��
�H������
>�� ��� �� �����
���
5 !��� �	���� ������ ���;��� ��� IargminJ 
����� �� ��� S̄ ⊂ S �� ���
������� ���	����� ��� >�� +G	����� 35- ��
�5 �����
����"� ��" >���� S̄ = argmins∈S f(s).
�� �>� ����������� ��� �G	������� ��
 ��� ����������? �� �� ������ >� �
��� �����������"
�� ��� 
����
 �� +G	����� 3535

��!�� ������ &-802' ��� � ������������ �����
	����� �� ������:����� ����"5
����� ������� >�� ���� ���	������
� ������ ��� �� ��� ������:����� ����� �� ���� &-820'5
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H� ���� � 	����������� ������0����� ������ � ��� �� ��������� ����
����� ��� ���� ��������� ��� *��� �������� ��� ��� S ��� ��� ���� �������� f #
���� ��# ��� ���� *�$ �� ������������ ��� ��� P(C) ��� ��������� S# ��� ��� ����
������� ��������� ��� ��������� � ���� �� � �������� �� ��� ����� �� ��� ����������	

��� ������� �� ��&���� � ������������� ������'����� ������� �� �� �������%
���� ���� ������ ��������� �� ������$ ������* ��������$ ��� �� �� C����&�� �����$
�$ ������������ ����)� �� ���� ����������� *� ��� ��������� ���������� ����
����$ �� ��� *���� ��� �� ��������� *� ������ ���� � �������# ������ ���� �������
�� ��� ���������� ��� ���� ��������	 ��� ���� ����� ���� ��� ��� ������ ������
�� ���������� ������ �� ��� ��������� �� � ���� �������	

$��� 	����������� ������0����� �������

.� �������� �� ��� ������$ ��������� ��������� ��������# ����� �������� ���%
���������� �������� ���� ��� ���������� �� ���� ������ ��� ������ ���������

	�����# ���
����� ����������# ��� ������	����	 H� ���� �� ��� �����*���
� ����� ����������� �� ����� ��������	

������ ��������	�����

� ��� U = {u1, u2, . . . , um} �� ������� ��������� ��� � ��� C =
{c1, c2, . . . , cn} �� ������ ��� �����	 � ����� ����
	��	� ��� U �� �
�������� φ : U → {0, 1}	 H� ��$ ���� u ∈ U �� ���� ����� φ# ��
φ(u) = 1	 ,����*���# �� φ(u) = 0# *� ��$ ���� u �� �����	 .� u ∈ U
�� � ��������# u ��� u ��� ������ ���� U � ��� ������� u �� ���� ��
��� ���$ �� u �� �����	 � ������ c ∈ C �� � ��� �� �������� ���� U 	 .�
���������� ��� ���C������� �� ��� ������� ��� �� �� ��������� �����&�� �$
� ����� ���������� φ �� ��� ���$ �� �� ����� ��� �� ��� ������� �� ����
����� φ	 ��� ������� �������� �� &����� ��� ����� ���������� ����
������'�� ��� ������ �� ������� ���� ������ �������&��	 .� �� ���$ ��
�����$ ���� ��� ������ �� �������� ����� ����������� �� 2|U | ��� ����
��� ��� �� �������� ��������� �� ��� ��*�� ��� �� U 	

��$�� 
����������� >� �����
� ��� � ������ 
�������� �� �� �������� �� �� ���������

	���	
�� ������� �� ��� ��"������� ��
 ������� �������5
�� ��� C = V ∪ E ∪D �� ���������� �� �� 	���� ��?
• � ��� V �� ��������� ��� ������������ � ���" �� �����K
• � ��� E = {e : e = 〈vj , vk〉 >��� vj , vk ∈ V � ��
 j �= k} �� �
��� ��� ������������ �

���������� ���>��� �� ��
���
 ���� �� ������K
• � �	������ D : E → �

+ ����
��� �� 
������� ���>��� �>� ������ �� V � ��
 ����������

��� �� � ��� �� ��
���
 �����? W = {w : w = 〈e, d〉 >��� e ∈ E ��
 d ∈ �+}5

L� �� ����� �� �� ���������� C >� ��� 
���� �� ���� (S, f)? �� ��� �� ���	����� �� ����� ��

S = {s ∈ P(E) ⊂ P(C) : |s|= |V |−1, ∀v∈V ∃e1,e2∈s: e1=〈v, vj〉, e2=〈vk, v〉 ��� ���� vj ,vk∈V }
��
 �� ���� �	������ �� 
����
 �� f(s) =

∑
e∈s

D(e)� >��� D(e) = d �� ∃w∈W: w=〈e, d〉5
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���
����� ����������

���� ������� �������� �� ��������� n ���������� �� n ���������� �*� ��%
������ A ��� B ��� �����# *���� avw �� ��� �����	�� ���*��� ��������� v
��� w# ��� bv′w′ �� ��� 7�� ���*��� ���������� v′ ��� w′	 ��� ���� �� ��
&�� �� ������� ����������# ���� ��# � ����������� s = {s1, s2, . . . , sn}
�� ����+ ��� {1, 2, . . . , n} ���� ������'�� ��� ���������

f(s) =

n∑
v=1

n∑
w=1

bvwasvsw ,

*���� sv ������� ��� �������� *���� �������$ v �� �������� ��# ���
��� ���� bvwasvsw ���������� ��� ���� ������������ �� �������������$
��������� �������$ v �� �������� sv# ��� �������$ w �� �������� sw	

������	����

��� ������	���� ������� L�������# 8;;"R 1����� [ F�������# 8;;"R
�� H����# 8;;"# 8;;7M �+���� �� � ������ �� ��������	 H� ��������
���� ��� ����������������� ������	���� ������� L2��)� �� �+#
8;; # 8;;"R �������# 8;;"R � /������ [ ������# ���8M# �� ��&��� �$
��� �������������� ������� ��� ��� �������� �������$ ��� ��� ��� �	�
���	����	� ��������	
 ����������		�� � ��� �� ���������� �� �����
�������� *��� � ��� �� ������� ��� � ��� �� ����%�����	 � ���� �� ��%
������� �������� ��� � ���� �� ��������� ������������ L��� �+�����# �
�����%���C����� �� � ������� ��'�M ��� ���������� *��� ���� ������	
��������$# ���� ��������� �� ���������� *��� � ���� �� ������������ ����
�� �� ���� �� ������$	 ��� ��� S �� �������� ��������� �������� ��� ���
����������� ������A���������A�������� ���� ������$ ��� �����*��� �*�
������������ L�M �� ������� ������ ���� ����������� �������# ��� L��M ��
������ ������ �� ���� �� � ��������� ���� �� ��� ����� ��� ����������
��� ������ �� ������� ���� ��� �������� �� ������	 ��� �������
�������� �� &����� � �������� �������� ���� ������'�� ��� ������ ��
��� �����*��� ������� L�M � ������� ��� ���$ ��� ���� �� ����� �� �
��$R L��M � ������� ��� ���� ���� �*� ����� �� ����� �� � ��*R L���M �
������� ��� ����� �� ��� ���� ����%���� �� � ��$	 � ������ �����������
�� ��� ������� ��&��� �$ ��� �������������� ������� *�� ����� �$

������ L���0M ��� �$ ����� L���0�M	

1������������ ������'����� ��������# ��� �� ���������� ���� �� ���� ���������
������ ��������	�����# ���
����� ���������� ��� ������	����# ���
�����������$ ���� �� ����� �� � ������� ����� ���� �� ���� ����� �� ������� �	8	 	

�������������������������
������
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	���# $� ��� ������������� ���������% � ��&�������

H��� ��� ������� �� ���������# �� �� �� ������� ���������� �� ��)��� �� �� �2���	�
�� ��������# *���� ��� �6�����$ �� �� ��������� �� �$������$ �������� �� �����
�� ��� ����������� ����	��

>6�����$ �� ���� � �������� ������ �� ��� ������ �� ���������� ���� �� ��������
� ��������� ��� �������$��� ������������� ������'����� ��������� � ������� ��
���������� �������� *��� �� ��������� �� ��������� ���� ������ �2���	�� ���
��� ���������	 .� �� �� �������� ��� ���������� ���������� L>������# 8;:"M ��
���� Y�2���	�Z �� ��������� ���� �������� �� � ���� ���� ���*� ��� ���� ����
���$�������$ �� ��� ���� �� ��� ��������# *���� ��� ������ �� ��� ������ �� ����
������ �� ������ ��� �������� ������ �� � ���������$ ������� ����# ���� ��# ���
�+�����# *������ �+��� ������� ���������� �� *������ ����������$ �����������	��

(�� ��&��������# ��� �� �������� ��� ��������� �������� �������	 .� ����� ��
������ � ������� �������� *� ���� �� ���� ��� ������ ��� �� ������# ��$ �� �����$
����# ��� �������� ���*��� ���� ���� �� ����� ��� ������ �� ����������� ������
���*� $����������X��� ��������� ���$�������$X�� ��� ������ �� ������	 ���
������ �� ������ ��� ��������� �� ���������$ ��)�� �� � ������� �� ��� ��'� �� ��
��������	��

�� ���# �� �6����� ��������� ��� ���� ������� ��� ������� ��� ���������

�������� �������	 ��� ���� ����� ��� � ����� ������ �� ����� �������� ����%
����� -��*����������� ��� �3���� �� ��� �������� ��������$# ����� �� ����� � ����
�� ���� �������� ��� *���� �� �6����� ��������� �� ���������	

��(�����"� �� ����	������ ���� �� �� �������� 
����
� �� �� ����
 ��
 �� �� �������
��������	�� �� �� ����	��� �� >�� �� �	��5 � ������ ��
����
��� ����	�� ��� �� �������

�� ����� �� �� �	���� �� ���������" ��������� ���
�
 �" ���� �������� ����	������ ��
��
�	� ��� ��� � ������ � �	���� ������ &���
����� 6 *�::�� -809'5 %����������� �� ��
�����>��; �� ��� ����� �� �������� 	�
������
��� �� ��� ������� >��� �	M��5 ������ �����;
�� >��� ���������� ���? >�� ��	
"��� �� ������ ��" �� �� ��������� ������ ������ �� ��
�����
���
 ����
� �� ����	������ ���� �� �� ���	�� �� �����" ���
�
 �" �� ����	������5
���� ��� ���	� �� ��"��
 �� ����� �� ��� �����5 C� ����� �� ���
�� �� � �� � ���; ��
���������� ����	��� �������� �	� �� ���
����� 6 *�::� &-809'� ��� � ������ ������������ ��
���� ��������5

���� �� �����>���� >� >��� ����� 	�� �� >��
��� I���"������=���� ��������J �� � ���� ��

��� 
������� �� �������� ��� ������ ��� �������� �� � ����� ������� �� � ���� ��� �� ��	�
�

�" � ���"������ �	������ �� �� ��:� �� �� �������� ������5 !�������"� �� � ������ ��������� ��
�� ��:� �� �� �������� �� ��
 >��� �� 	�
������
 �� �� � �������� I�� �������� ����	���
�� ���"������ ����5J

���� ���	�� ���	�� �� ����������� ���
�
 �� ����
� �� �������� 
����
� �� �� �������
����
��� >� �
���5 �� ��" ����� ��� ��" ����
����� ����
���� �� ���	�� �� ����������� >���
��� ���> ���� ��� ���"�������" >�� �� �	���� �� ������5 �� ������� ���>��� >��
>� ���������" ���� �� ����N�	���� �� ������N��
 �� ���	�� ���	�� �� ����������� ���
�
 ��
����
� �� �������� 
��� ��� ��	�� ��" ��� ��� ����� >� ��� ���������
 �� ��;��� � 
����������
���>��� �� I���
J ��������� ��� ����	�� ���"�������"� ��
 �� I��
J ���� ��� 
� ���? ��
�������� ����	��� ���"�������" �� �� ���	�� ���	�� �� ����������� ���
�
 	�
�� � �������
����
���� �� ��� ���� �� �� ����	��� ���"�������" >�� ������� �� �� �	���� �� ������5
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.� ��� ���� ������������$ �������	 ���� �� �� ��������� *��� ��������� �� �����
�� ���$������ ���� ��� �� ��� ������� �� ���� ����� �� ���� ��������# ���� ��� ���
������ ����� �� ������ �� ���$������ ����	 .� ����# ��� �������� ��������� �� ����
����� ��C�$ ��� �������$ ���� ���� �� ���� ��� �� ������� �� ���� �� ��� ������
�� ���$������ ����R ���� ��# ���� �������� �� ���� �� ��� �������� ��������� ��
��� ����� ��� �� �����������# �� ���$������ ����# ���� � ������������� ��������
�� ���� �� ��� ����� �������� �� ��� �����	 .� �����*� ���� �� *� ��� �� �6�����
��������� ��� ��� �� ��� �������� �� ��� �����# *� ����� ����� �� ���$������ ����
���� �������� �� ��$ ����� ������� �$ �����$ ������������ �� ���� �� �������� ��
��� ������� *� ��� ���� �� �����# ��� ���� ����� ��� ������� 2��� ���������� ���
�� ��������� �� ���$������ ���� ��� ��������� ��� *���� ����������� *���� ��
���$������	 �� � �����������# ������ ��� ��� �������� �� ���� � ����� ��� ��������
�� ���$������ ����# �� ���� �� ���� ��	 �� ���# ����� �� �� ������ ����� �� �������
�� ��� �*� ������������	

��	����� ������� ��# ��� NP(	������� 	����

��� ������� �������� ����� ��� �������'�� �$ ��� �����$ �� ������������� ���%
���+��$ ��� �� ���������� �$ ��� �� ������ NP(	����������� �����$ L/���$ [
E������# 8;7;M	 ���� �����$ ����� *��� ��� ����� �� �������	 �������# ���� ��#
����� �������� *���� ���*�� �� ������ ��� �� 	�	 .� ���� ��� ����� �������$ ��
������������� ������'�����# *���� �� ��� ����� �� ���� ������	 -�����������# ���
������� ��� �� �+������ ���� �� ������'����� �������� �� *� ���* �� ��� ��+�
����������	 ��� ��������� �������� ������� ������ ���� ���� �� � ��������
�+�����# �� ���� ����# �� � �������� ��������

��������� ��������

.� ��� �������� ������� �� ��� ��������� �������� �������# � ��� ��
������ �� �����# �������� *��� ��� �������� ���*��� ���� ���� �� ����	
��� �������� ��� /��� � ���� �3���� ���� ������ � �� ���� �	�� �	�
�	� �	�� �	� ����� �	
�� �� ��� ���	 � 
���	 ���� L8

��� ����� �� ��� NP %������������ �����$ �� ���� ��������$ �� ��� ����� �� ��������
�������� ���� ��� �� ������ �� ���$������ ���� �$ � 	�	�������	����� �������	
2$ � ���$������ ���������������� ������� *� ���� � &������ ������ ���� ��� ��$
�������� ��������� � �������� ���*�� �� ���� �� ���* �� ���$������ ���� ���� ���
���*�� �� ������ ��������	 H��� ��������� �� ��� ��������� �������� �������#
��� �+�����# �� ��� �������� �� ���� ������ � ���� �� ������ ���� ���� L ���
��������� ��� ���*�� �� ��� �������� �� ��������# � ���$������ ����������������
������� ����� �����$ �� 
���� �	� ��� �� ����������� �������� ��� ���� ���*#
�� ���$������ ����# ���� ������ ��� ������ �� ���� ���� L	 ���� ��&������ �� �
���$������ ���������������� ������� �������� ���� ���� �� ��
�� �� ��� ������$

��!�� *���" 6 7����� &-898' ��� �� ������� ����	�� �� �� �	�#���5
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�� ��� ������� �� ����� ��� ����������� ��������	 1�����$# �� ���� ������� �+����
��� ��� ��&������ *� ���� ������ �����$ �� � �������'����� �� ��� ������� ��
���$������%���� ����&������$ �� ���������	

��� ����� �� ��� �������� ���� ��� �� ������ �� ���$������ ���� �$ � �����%
����������� ������� �� ������ NP 	 �� � ������ �� NP *� ��&�� ��� ����� P �� ���
����� �������� ���� ��� �� ������ �� ���$������ ���� �$ � �������	����� �������#
*���� ������ �������� ��� ������� �� �� ���������	�
 1�����$# ��� �������� �� P
��� ���� �� NP � .� ��� �������� �� ���� ������ � �������� ���*��# ��� ����������%
��� ������� ����� &��� �� &�� �� ����������� �������� ��� ���� �� �����$ ���� ���
�������� ������ �����&�� ��� ��������	 � ������������� ���������������� �������
��� ���$ �� � ���� �� ������ ��� &����� ��� ����������� �������� ��������������$
��� ���� C���� ����������$ �� ��� ����&������ �����	 ��� ����&������ ����� ���
��� �*� �������� �� ��� ����� ���$ ��3�� �� ��� ���� ���� ��� ������������� ���
����� &��� �� &�� ��� ��������	 ��� ����������� ���� �� ��� ����������������
������� *��� �� �� ������ ���� ��� ��� �� ��� ������������� ���	 .� ��� ���%
�������� ���� �� ��� ������������� ������� �� ���$�������$ �������# ���� ��# ��
��� ������� �� �� P # ���� ��� ����������� ���� �� ��� ���������������� ��� *���
�� ���$�������$ �������# ��� ��������� ��� ������� *��� �� ���� �� NP 	 ����#
P ⊂ NP

-�* ��� �������� �� *������ NP \P �� ����$ �� ���	 .� ����� *����# �� �����
�+���� ��$ �	����	�� �	�������� �������� ������� �� NP # ���� �� � �������� ����%
��� *���� ��������� ��� �� ����&�� �� ���$������ ���� ��� ��� *���� �� )��*� ��
��)��*� ��������� �+���� ���� ��� ���� �� ���$������ ���� �� ��$ ����� ��������
������ � �������� ���*��	 ���� �� ��*���$� ��� �� ��� ���� ����������� ���� ����%
����� �� ����������� ��� ����������� �������� �������# ���� ���� � �����������
����� �� ���* ��� ��� ��� ���������� ��������� �� ��� ��������� ������������	

H��� *� )��* ��� ���� �� ���� ����� ��� ���� �������� �������� ��� *����
�����$ �� ��� ��� ���� ���� �� &�� � ���$������%���� ���������	 
�������# ��
��� ���� ���*� ���� � �����&� ������� )��*� �� ��������	����� ��# �� � �������
����� *� *��� ��)� ����� ��������$# ��� ������� ������� �� NP L1��)# 8;78M	

��������	�����

� ��� U = {u1, u2, . . . , um} �� ������� ��������� ��� � ��� C =
{c1, c2, . . . , cn} �� ������ ��� �����	 � ����� ����
	��	� ��� U �� �
�������� φ : U → {0, 1}	 H� ��$ ���� u ∈ U �� ���� ����� ��� �����
���������� φ# �� φ(u) = 1	 ,����*���# �� φ(u) = 0# *� ��$ ���� u ��
�����	 .� u ∈ U �� � ��������# u ��� u ��� ������ ���� U � ��� ������� u ��
���� �� ��� ���$ �� u �� �����	 � ������ c ∈ C �� � ��� �� �������� ���� U 	
.� ���������� ��� ���C������� �� ��� �������� ��� �� �� ��������� �����&��
�$ � ����� ���������� φ �� ��� ���$ �� �� ����� ��� �� ��� ������� ��

�	������������ �������:� ��� �������� �� ����� �� �� �	���� ������5 C� ��� ���������"
���; �� � ������ ����	��� ������� ��� �	�� �� �	� 
��;���5
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P

NP %��������

P

P = NP P �= NP

(����� �	�� ��� NP ����� ����� ��� �*� �������� �$��������	 ,� ��� ���� ����
����� �� P = NP # ��� �������� �������� �� NP ��� �� ������ �� ���$������ ����	
,� ��� ����� ���� ����� �� P �= NP # ��� ��� NP \ P �� �� ����� ��������� �$ ���
NP %�������� ����� *���� ��������# ����� ������# ��� ��������	����� �������	

���� ����� φ	 ��� �������� �� *������ ����� �+���� � ����� ����������
���� �����&�� ��� �������	

.� ��� ���� ���*� ���� ��� �������� �� NP ��� �� ������� �� ��������	�����

�� ���$������ ���� L1��)# 8;78R F���# 8;7�M	 ���� ����� ���� ��$ ��������
�� ��$ ������� �� NP ��� �� �����������# *����� � ���� ������� �$ � ���$%
������ �������� �� ��� ��'� �� ��� �������� ������# ���� � ������������� ��������
�� ��������	�����	 .� *� *��� ���� �� ����� �� ���$������ ���� ��� ��������� ��
��������	�����# *� *���� �� ���� �� ����� �� ���$������ ���� ��$ �������� ��
��$ NP �������	 .� ���� ������� �����# �� ������� �� NP ��� �� ������ ����
��������	������ .� *� *��� ���� �� ���* ���� ��������	����� ��� �� ������ ��
���$������ ����# NP *���� �� � ������ �� P # ��� ����� ��� �������� ����� �� ��
*�� ���*� �����# ��� �*� ���� *���� �� �����	

,� ��� ����� ����# ����� ��� ����� ���� ��������	����� �� ��� ������� ����%
���� �� NP # ���$ ����� �������� *��� ������ �� ���� �� ��������	�����	 .�
�������# � ������� Π1 �� ������ �� ���� �� ���� �� ������� Π2 �� ���� ��������
�� Π2 ��� �� ����������� �� ���$������ ���� ���� � ������������� �������� �� Π1	
��� ����� �� �������� ���� ��C�$ ��� �������$ �� ����� ��� ������� �� NP ��
������ ��� ����� �� NP %�������� ��������� .� NP \ P �� ��� ����$# �� �� ����%
�����# �� �����# �$ ��� ����� �� NP %�������� ��������# �� ����������$ �����������
�� (����� �	�	

%�����0����� ������� ��# ��� NP(���# 	����

��� �������� �������� �� ��� �������� ���������� ���������� ��� �������������
������+��$ �� �������� �������� ��� �� �+������ �� ��$ )��� �� ������� ��� ��
���������� �� ������������� ������'����� ��������	 (�� ��&��������# *� �������� ��
��� ������ �� ��� ���� �� ��� ����������	 � ������������� ������'����� ������� Πo
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�� ���� �� �� �� ���� �� ���� �� � �������� ������� Πd �� ��� ���� �������� id �� Πd#
*� ��� ��&�� �� ���$������ ���� �� �������� io �� Πo ���� ���� ��� )��*����� ��
�� ������� �������� �� io *���� ������ �� �� ���*�� ������ �� ��� �������� �� ��
��� �������� �� ��� �������� ���������� �� id	 ���� �+������ *��� ���� ������$���
���� ��&������	

��� ���������$ �� �������� ���*��� ��� ������'����� ������� ������ ����

�����	����� ��&��� �� ���� 8: ��� ��� �������� ������� ��������	����� ��&���
�� ���� ��	 /���� �� �������� �� ��������	����� *� ��� ����������$ ������ �
������������� �������� �� ������ ��������	������ ��� ���� U �� ���������
��� C �� ������� �� ��� ������ ��� ��)�� �� �� �+����$ ����� �� ��� ������	 .� ��
������� �������� s̄ �� ��� ������ ��������	����� �������� �� ���������# *� ���
������� �� ���$������ ���� ��� ���� f(s̄)# ���� ��# ��� ������ �� ������� ���� ���
���� �������&��	 .� f(s̄) = 0 ��� ���*�� �� ��� �������� ��������	����� ��������
�� ���	 ,����*���# ����� �� ����� �������� s ����� ����� �������&�� ���� �������
���� s̄# *� ��� �����$ �������� ���� ��� �������� ��� �� ������� ������ �� �����&��
��� ���� ��� ���*�� �� ��� �������� ��������	����� �������� �� 	�	

>��� ���� �������� �� ��� ���������$ ���*��� ��� �������� ������� ��� ���
������'����� ������� �� ��� ��������� �������� �������	 ���� �� ���� ����#
����� �� �������� �� ��� �������� ������� *���� ��� �������� �� *������ � ����
�+���� *���� ������ �� ���� ���� � ����� L# *� ��� ����������$ ������ ��� ���%
���������� ������'����� �������� ���� ������ ��� ���� ��������� ���*��� ����
���� �� ����	 .� ��� ������� �������� �� ��� ������'����� �������� �� ���������# *�
��� ������� �� ���$������ ���� ��� ������ ��� *� ��� ������� �� *��� L	 .� ��
�� ������� *� ���*�� �� ��� �������� �� ��� �������� �������� �������	 ,����*���#
*� ���*�� �� ��� ��������	

(��� ����� �+������ �� ������� ������$ ���� �� � ���$������%���� ���������
�+����� ��� ������� ��� ������'����� �������# ���� ��� ������������� ��������
������� *���� �� �������� �� ���$������ ���� ��� ��� ������	 .� ���� ����� ���
���� ��������	����� ��� ��� ������'����� ������� �� ��������� ��������

��� �� ���� �� ���� �� ��������	����� ��� ��� �������� ������� �� ���������
��������# �����������$	 ��� ����� �� ��� �������� ���� ��� �� ���� �� � NP %
�������� ������� �� ������ ��� ����� �� NP(���# ��������	

	���' $� ��� � ������ �(��������� � ������ ��&�������

������� ������ �� ��������� ����������� ������� �� ������'����� ���������� ����
����� ��� ���������� ���� �� 	� ���� �	�� �������� LH������ [
������$# 8;;:M	
����� ������� ������� ��� ������� �� ������'����� ���� � ������ �������� ����� ��
���*	 ���$ �� ��� �����# �� ����� �� ����� �������� ����# �� ��$ �����&� ���������
�� �� ��$ �� ��� ����� ��������� ������������� ������'����� ��������	 .�����#
��� 	� ���� �	�� ������� ����� ��� �� �������� ����� �� ��� ������'����� �������#
��� ���$ �������$ ���� ����������� ������ ��� ���� �������� L���������� �� �+#
���8R .��� [ ���������# ���0M ���� ���� �� �������� ��� ��� ���*��� ��� ��������
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�����*��) �� ��� 	� ���� �	�� ������� ��� ��� ������ �������� �� �������������
������'�����	

5�� �� �������� ��� �������� �������� f : S → Y ���*��� �*� �	��� ���� S
��� Y # *���� S �� ��� ����� �� ��������� ��� Y �� ��� ����� �� ����� ������	 ���
����� �� ��� ���� �������� ������� �� F = YS	 H� ��&�� � ����� �� ������ m ��
�� � �������� �� ������

Tm = {(s1, y1), . . . , (sm, ym)}, L�	0M

*���� yj = f(sj)	 
�������# ��� T s
m ��� T y

m �� ��� ��������� �� ��� �������
��������� ��� �� ����� ������# �����������$	 (������# ��� T s

m[j] = sj ������ ��� j%��
��������� �� T s

m# ��� T y
m[j] = yj ��� j%�� ��������� �� T y

m	 H��� ��� ��������

Tm||(sm+1, ym+1) = {(s1, y1), . . . , (sm, ym), (sm+1, ym+1)}, L�	 M

*� �������� ��� ��������� �� ����	��	
 ��� ���� (sm+1, ym+1) �� ��� �������� Tm#
�� ����� �� ������ ��� �������� Tm+1	

��� ��� �� ��� �������� ��������� �� ������ m �� ����� �$ Tm = (S ×Y)m# ���
��� ��� �� ��� ��������� �� ��$ ������ �$ T =

⋃
m≥0 Tm	

5�� �� ��&�� � �������	����� 	�	��������	
 ������ �
������# ��� ����� �����$
�
������ �� ��� ���� �� ��� �������# ��� ������� a : T → S ���� ���� � ��������
T ���� � ��������	 .� ����������# *� ������� a ��� �� ������� ���������# ���� ��#
a : T �→ {s ∈ S : s �∈ T s}	

H��� ��� �������� Tm(a, f) *� ������ ��� �������� �� ������ m �� ����� (sj, yj)
������� �$ ��� ��������� a *��� ������� *��� ��� ������� f 	 �� �� ���� �+�������

s1 = a
(
∅
)
, y1 = f(s1), T1(a, f) = {(s1, y1)};

s2 = a
(
T1(a, f)

)
, y2 = f(s2), T2(a, f) = T1(a, f)||(s2, y2);

. . . . . . . . .

sj = a
(
Tj−1(a, f)

)
, yj = f(sj), Tj(a, f) = Tj−1(a, f)||(sj, yj);

. . . . . . . . .

sm = a
(
Tm−1(a, f)

)
, ym = f(sm), Tm(a, f) = Tm−1(a, f)||(sm, ym).

��� ����������� �� ��� ��������� a �� ��� �������� f ��� *��� �������� � ������
�� m ����� �� � �������� Φ

(
T y

m(a, f)
)
�� ��� ������ yj = f(sj) ���������� �� ���

��������� sj ������� �$ a	 �$������$# *� ��� ���������� �� ��� ���� �������� �����
�$ a ������ ��� �������

Φ
(
T y

m(a, f)
)

= min
j

yj, *��� yj ∈ T y
m(a, f). L�	"M

5�� �� ��&�� ��� �������$ P (T y
m|f, m, a) ���� �� ��� ����������$ �� ��������� �

������� �������� �� ������ y1, . . . , ym# ����� ���� *� ��� ��������� ��� �������� f
*��� ��������� a	 .�����# ����� *� ����� ���� �� �������	����� ����������#

P (T y
m|f, m, a) = δ (T y

m, T y
m(a, f)) ,
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*���� δ �� F�����)���� ��������� P (T y
m|f, m, a) = 1 �� T y

m = T y
m(a, f) ��� �� ��

���� �����*���	��

=����� ��&��� ��� �������� ����� �� ������'�����# *� ��� ��* ���� �� ����%
����� ��� ���� ��������

3� ���� /��	� �������4 0�� �	� ���� �� �
������� a �	� b9∑
f∈F

P (T y
m|f, m, a) =

∑
f∈F

P (T y
m|f, m, b). L�	:M

� ����� �� ��� ������� �� ����� �� H������ [ 
������$ L8;;:M	
(��� ��� 	� ���� �	�� �������# �� �����*� ����# ��� ��$ ������� �� ������%

����� Φ(T y
m)# P (Φ(T y

m)|f, m, a) �������� ���� ��� ��������� f ∈ F # �� �����������
���� ��� ��������� a	�� ���� ����� ���� �� �� � ������ F ′ ⊂ F # ��� ���������
a ������� �� ������� ������ ������� ���� b# �� ��� ���������� F ′ = F \ F ′# b
*���� ������� ������ ���� a	

.� ���� �����# ��� 	� ���� �	�� ������� ��� ���� �������� �� �� �������� ��
����� �� ��� ������������	 �� ����������� ��� � ����� ��������� a &�� � ������ ��
������'����� �������� Fa �� *���� a ������� ���� �������	 ������������$# ��� �
���������� ��� F ′ ⊂ F �� ������'����� �������� &�� ��� ���� ���������	

����� ��� ����������� �� ��� 	� ���� �	�� ������� LH������ [ 
������$#
8;;7M# �������� ��� ��������� ������� �� ��� ������� �� &����� ������� �� ��������
���� *���� ��� 	� ���� �	�� ������� ���� ��� ����	 .� ����������# �� ���������
�������� �� *������ ��� 	� ���� �	�� ������� ����� ���� ��� ��������� �� � �����
������������� ������'����� ������� ���� �� ��������� ��������# ������
��������	�����# ���
����� ����������# ��� ������	����	

� &��� ���*�� �� ���� �������� �� ��� ���������# $��	 -����������# ���� �����%
������ ������� ���� �� �� ���� ��������� ���� ���� �������$ ���������	 .� ����������#
���������� �� �+ L���8M �������� � ������	�� ������� �� ��� 	� ���� �	�� ����%
��� ����� �� ��� ������� �� ����	��� �� � ��� F ′ �� ��������� ����� �����������	

���� ��������� ������� ��� ��	�
 �� ����
 �� ��� �� ������������� �����>��; �������
 �"
C������ 6 ������
" &-882' ���������" �������� �	� �� �� �������� �� �� �	���� ������� ��
�� �� �������:�
 �� (����� B5 �� ������	���� �� �������� �� �
�� �� � 
������	���� �� ����������"
���� �� ����� �� �� ���������� >�� �� �	�
������� ��� � ������� 
�������� �� �� �������
�� �	���� �����	������� ��
 >�� �� �	� �� ;�" ������� �� ��� �����5 ������	�����" ���
�� ��������� ����	���"N�	� ����	�����" ��� 	�� ����� ��� ���� 	� �� ����� �� �����������
�� ��� ����� ���� ������	��" 	�� �����
 
�����N�� �	�� ������������ �� �� �
������ �� �
������������� �����>��; >��� �������;�
 �� ���5

��L��� ���������� 
�����
 �� ��� �G	������� �� �� �
 ���� ����� ������5 $�� � ������
�� ��
� &��
���H� 6 !	��"� -88.' ��� ��� ��" �>� ��������� a ��
 b� ��
 ��" �	������ f �
���� � ���� ������ �	������ g �	� ���? T y

m(a, f) = T y
m(b, g)� ��� ��� � �	������ g �� >�� b

������� �� ���� ��G	���� �� ���	�� ��� a ������� �� f 5 ��������� �� �
 ���� ����� ������
�� ���� � ���
�
 �� �	�����#������ ������:����� �� �� ������ ����� &(���� 6 ,��>���� 344B'5
!	� �G	������� ���������� �� � �������� ��� � ������" ����������� �	� ��" ��� ��� �������� ��
�	� 
���	�����5
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5�� �� &��� ��&�� � ����������� �� ��� ��� S �� �� � ���%��%��� ��������
σ : S → S �� S ���� ������	 � ����������� �� � �������� f : S → Y �� � ��������
σf : S → Y ���� ���� σf(s) = f

(
σ−1(s)

)
	 ��� ��� �� ��������� F ′ �� ������ �����

����������� �� ��� ��� f ∈ F ′# ���� σf ∈ F ′	 ���������� �� �+ L���8M ������ ���
�����*����

3� ���� /��	� ������� 5��������#64 ��� �� ���� ����� ������� ���� ���
� ��� F ′ �� �	� �	� �� F ′ �� ����� �	��� ����������	+ ���� ��* ��� �	� ���� ��
�
������� a �	� b9 ∑

f∈F ′
P (T y

m|f, m, a) =
∑
f∈F ′

P (T y
m|f, m, b),

�� �	� �	� �� ��� � f ∈ F ′* ��� σf ∈ F ′+

>���������� ������� �� ��� ������ �������� �$ ���������� �� �+ L���8M# .��� [
��������� L���0M ��������� ��� ���C������ ���� ��� ��� ������������� ������'�����
�������� ���������� �� ��������# ��� 	� ���� �	�� ������� ���� ��� ����	 ����
���C������ �� ����� �� �*� ������ �� ��������������	 ��� &���# *���� �� ���
�������� ���* �� ��� ����$ ����������# �� ���� ��� �������� �� ������ �� F = YS ����
��� ������ ����� ����������� ����� �� '��� *��� |S| ���*�	 ��� ������# *����
*� �������� ���� ���� �����������# �� ����� �� ����������� �������������� �� ���
����� S �� ������������� ������'����� ��������	 .��� [ ��������� L���0M �����
����� ������������� �$ ���*��� ���� � ���%������� �������������� �� ��� ���������
����� �����������	 ���$ �������� ���� �*� ����������� ��&��� �� ����� �� ���
������� �� ������������	

8	 (�� � ����� ������������ �������� ν ��� � ����� �������� f # ��� ��� ��3��
��� �����	��� zmax

ν (f) ���

zmax
ν (f) = max

sj ,sk∈S∧ν(sj ,sk)=1
DY

(
f(sj), f(sk)

)
,

*���� DY : Y × Y → � �� ���� ������ ��&��� �� Y 	 .� ����� ����� .� ���
��+���� ��������� zmax(f) = Y �� ����$ �������� f ∈ F ′ �� �����������
�� �� ������� ���� ��� ����� �� f # ���� ��� ��� F ′ �� ��� ������ �����
�����������	

�	 5�� � ��� ��	���� �� � �������� f �� � �������� s̃ ��� *���� f(s̃) ≤ f(s)
��� ��� s ���� ���� ν(s̃, s) = 1	 
�������# ��� ��� Y%��������� �� � ��������
f �� � ������� hf : Y → � ���� ���� hf (y) ������ ��� ������ �� ���������

����� � ������
��

� �������� �� S �� � �"������� �	������ ν : S×S → {0, 1}5 �>� ���	�����
sj , sk ∈ S ��� �����
 ������
�� �� ν(sj , sk) = 15 �� �� �����>��� >� >��� 	�� ���� �� ��������
sj ∈ N (sk) �� sk ∈ N (sj) �� ν(sj , sk) = 15 � ���������
 ���	��	�� �� �����
 �
�(	������ ��
��
 ���" �� ���� � ��� ��	� ���	����� sj , sk, sv, sw ∈ S �	� ��� sj �= sk ∧ ν(sj , sk) = 1 ��

sv �= sw ∧ ν(sv, sw) = 15
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s ∈ S ���� ��� ������ ���� y �$ f 	 5�� �� ��&�� ��* lmax
ν (f) �� �� ���

��+���� ������ �� ����� ������ ���� ��$ �������� f ′ ∈ F ′# *���� ������
��� ���� Y%��������� *��� f # ��� ����	 .� ��� ������ lmax

ν (f) ��� ����$
�������� f ∈ F ′ �� ����������� �� �� ������� ���� ��� ��+���� ������ ��
����� ������ ���� � �������� ��������� �� F ��� ����# ���� F ′ �� ��� ������
����� �����������	

��������� �� .��� [ ���������# ����� �������� �������� ���� ��� 	� ���� �	��
������� ������ ��� ���� �� ��� ������� �� ������������� ������'����� ��������
���� ��� �� ��������� ���������	 �������� ����� ������� ������� ���$ �����������#
��� ������� ���� �� �������� ��������� �+������ �� ������� �� ������� ��� *���� ���
	� ���� �	�� ������� ���� ��� ����	 ��� �����&� �������� *������ ��� 	� ����
�	�� ������� ����� ���� �� ��� ��������� �� ��������� ��������# ������
��������	�����# ���
����� ����������# ��� ������	���� �� ����� ����	

	���� )���� ��&�������* ����������* ��� ��������������

�� �� ��� ���������� ��������� �� ������������� ������'����� �������� ��� ��
����� ��������$# � ����� ������ �� ���������� *��� ������� ��� ����� ��������	 �����
���������� ��� �� ������&�� �� ������ �3��� �� �����3�����	��

>+��� ���������� ��� ���������� �� &�� �� ������� �������� �� ��$ ��������
*����� �� ��������%��������� ���%����	 4�����������$# ����� ���$ �������� ��
�������� ������ �� �� NP %����# �� ���$������%���� ��������� �� �� ��� )��*�
���� ������ ���� �6������$� ��� ��������%��������� ���%���� ������ �� �����#
��� *��� �������� )��*� ���������# �$ ��$ ���$������ �������� �� ��� ��'� ��
��� ��������	 �� � �����������# ��� ���$ �������� ��� ������������$ �� �+���
������� ������� ����������� �� ���������$ ����� ��������� ��� � ����� ����� ��
��������� ������� ��������������$ �����������	

,� ��� ����� ����# �����+����� ������� ��� ��� ���������� �� &�� �� ��%
����� �������� ���# �� ��������# ���$ ��� ����� ���� �� &�� ���� ���������# ������
�������$ ����������# �� � �������� ����� ����	

H� ���� �� ��������� ���� �� ���� ������� ����� �� *��� �� ��� �� ��� )�$ ������
�� ��� ����������� �� ��� ������	 .� ��������� ������������ *� ��� ����� ����� *���
�3������ ��
� ��������� ��� ��� ����� ����	 1�����$# ���� �����&������� ��
�
��� ����� ��� ��� ��'� �� ��� �������� ��� ��� ��� ����# �����������$# ��� �������
��� ��������� /���� ��� ��������� ��������� ��������� ��� ��� ����� �� ��� ����
�+��� ��������� *� ��� ����� ��� ��� ������� �� ����# *� ���� ��
� �� ��������
���� ������ �� ������ �$ ��� ��������� *����� ��� ��������� ������ �� ����	 @���

���� ������������� �� ��������� ���� �)��	� ������	���� ��
 ��	�������	��� ��� >� �
��� ��
��� ����� �� �
�����
�" ����� ����������5 $	���� �	�=���������� ��	�
 �� �������" 
����
 ��

� ������ �� ����" ��	�
 �� �����N��� ����
�������	 6 !�������: &-880'5 %��>������
���
��� ��	������ �� ������������� >� �
��� �� ��� ������� >��� �������" ����� �� �	����� �� ��
�����5
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������������� ��� ������������� ������'����� �7

�����# *� ��$ *� ���� ����� ���� *��� *����� ���� ������ �� ���� *� ��� ���
���� �� ����� ��� ����� �������� *��� ��� ���������	

.� ��$ ����# *��� ������ � ��������� ������� *� �$������$ ���� �� &�� ���
���� �������� �������� �� ��� ����� ������ �� ����# ��*���� ����*������� ��� ��'�
����� ��	 .� ��� ����� ���� �� ������ ���� ��� ���� ������ �$ ��� ��������� �+���
����������# ������������� ���� �� ������ �� �����+����� ����	��

� ���� ������� �� ��� ���������� �������� ���������� �� ������ �� �����+�����
��������� �� ���������	�� .� ��� �$����� ����� *����� ��� �������� ��������$# ����
���� ��������� �� ��������� ���� ����� *��� �� ��������� �� ���������$ ��� ����
������� ����������� ����� ��� �������� �$ ������ �����# ��� ����# &��� �� ���#
������� �� *��) �� ��������	

�$������$# � ��������� �� �������� �� � �����&� ������� ��� ������$ ������ ��
��� ������������� �� ��� ������ ����� ��� �� ��� ���� �������� �� ��� �������
������	 ���� ����� ���� ��������� � ��������� ��� � ��* ������� �� � �������%
����$ �����%��������� �������$	 .� �������� �� ������� � &���%���� ������������� ��
��� ��������������� �� ��� ������� ����� ����$��� �� ����� �� �+����� ��� ��������
��������������� ��� �� ����� ���� ��� ������	 .� ��� ������� ����# ��� )��*����� ��
���������� ���������$ ������� ��� ����� �������� ������ �� �������$ �+������ ��
��� ��* ��� ��� ����� �� ��������� �� ������ ����	

H��� ��� ������$ ���� �� �������� ��� ����������� �3��� �� �����+�����
����������# ��� �� ������ �������������� *��� ����������	�� � ������������� ��
� ����%����� ��� �������%����������� ��&������ �� � ������ �������$ ���� ���
���� �� ��������'�� �� ��� �����&� ������'����� ������� �� ����	 ���$ ��� �$��%
����$ ����� �� ��� �� ���� �� ��� �����*��� �*� ��� �+������� ������� �����������
L�M ��� ����������� ��	��������	 �� � �������� ��������� �$ ���������R L��M ���
����������	 �� � ����� �������� ��������	

(�� ��&��������# ��� �� ���� � ����������� �� ��� ���� ����� ��������������
����� �� ��� ������ �� ��� ����� ��������� ����������� 	���	 ������	�� ����	 ������

��C������ ��� ������ ����	���� �� ������ �� �� ���;�� �� ��� �� ������ ���? *���� ��
������"������ ���� �� >�� �� ���� ���
�
 �� ����� �� �������� �� � NP =��
 �������
���>� >�� ��� ��:�� �� ��������� �� � ������ 3 �� ���� -4 �� �� ����
 �� ����	���� >��� ���
� ���" ������ ������ �� �� ��:� �� �� ������� �������� >� ��� �����5 $�� >�� �������� ��
����	�������� ���	�� ������ �� NP=��
 ��������� �� ������� >� ������ ���" �� �� 
����������
�� �� ��
>��� ��������"5 �
�����
�"� ���� ��� � ��� �� �	���� �� G	���	� ����	���� ��

�� ��� �������� ������ �� �� ���	���� �� NP=��
 ��������5 O��� ����� �� �	����� ����� ��

���������� �� G	���	� ����	����� �� ����� G	��� 	���;��" ��� �	� ���������� >��� �� ���� ��
>������ ��� ��������� ������ �� �� ������������� ������:����� ���
5

��$��� �� ������� *���; 
����� � ��
 �� � 
�������5
���� ���� ��	�������	��� P*�5 �
��� ����� �� ��"��
 Q 
����� � ��
 �� 
�������R >�� ����

	��
 �� *����� &-802' �	� ������ >�
��" �
����
 ���" ���� �������"5 ������ ���� ��� ��
���� ����� 	��
 �� �� ����������� �� �
���� ������	��� &������� -88.'5

������� 	����
 �� �� ����� �� � �����	������� ��� �� ��	�
 �� �����
���
 �� � 
���������
����5 !��� ���
��� ���� ��
�" ������ �� ���� ����� 	����
 � �����	������ �� ��� �>� ��

>�	�
 ����� �����
�� �� �� �
��
���	 ����� ����	
�
 �� ���� �����	�������5 ��" >�	�

�� ��" ���� ����� >�� 	� ��� ���" �����	�������� �� &��'�������" �	��
� 
��������� �� �
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�� ����� �� ��� ������� �� 	��
�������� �� � ��������� (�� ����� 	���	 ������# *�
���� �� ��&�� � ���� �� ��������� �� ���� �������� s ∈ S# � ��� N (s) ⊂ S ������ �
������������ �� s	 � �������� s̃ �� ������ � ��� ������� �� ���� �� ��� ���������
�� ��� ������������ ��� � ��*�� ����� f(s̃) ≤ f(s), ∀s ∈ N (s̃)	 =����� ��&���
��� �������� �� ������������ ��� �� ����� ������� *� ��� ��* �� ��� �������� ��
���������� ��� ���������	 ����	 ������ �� �� ��������� ��������� ����# �������� ����
�� ������� �������� s1# �� ��� ������� ��������� j �������� ��� ������������ N (sj)
�� ��� ������� �������� sj ��������� �� ���� �������$	 .� � �������� s′ ∈ N (sj) ��
����� ��� *���� f(s′) < f(sj) ��� ��������� �� �������� �� sj+1 = s′# �����*���
��� ��������� ����� ��� sj �� �������� �� ���� �������� �����	

.� �� �������� ���� ���� ����������� ���� ��� �������� �������� ����� �� ����
�� ���������� �� �� � ��� ������� ��� ���� �� ����� �� 
��� ���������$ ���
�� �������� �$ ��� ������	

�3����� U����� �� 	���	 ������ ����� �� ����������� ��������� �� ��� *�$
��� ������������ �� ��� ������� �������� �� ��������� ��� �+�����# *� �������
���� ��� ���� ���������	� �������$ ��������� �� *���� *� ��������� ��� ���
��������� �� ��� ������������ ��� ���� *� ���� �� ��� ��� �� ����� ����# ��
��� ������ �� ���� ���� ��� ��� �� ��� ������� ��������	 �� �� �����������# *�
����� ����� � ���� ���������	� �������$ ��������� �� *���� *� ���� ��� �������
�������� �� ���� �� *� &�� ������� �������� �� ��� ������������ *���� ���� ��
��*��	 H��� �������� ��� &��� ����������� �������$ *� ��� ������ ���������
����������������$ ��� *���� ������������ �� ������ �� �������������$	 ���� ������
������ �� ��������� �� ��� ������������ �� �����������$ �����# ��*���� �� ���� ����
*� ����� ��� ����������$ �� ������� ���� ��� �������� �������� �� �� ����� � �����
�������	�	

������� ������� �� ��� ��������� ���� *�� ���� ����&��� �� ��� �����������
����� ����� �� ��� ��������� ������� ��� ���������� ��� ������� ��������	 .� �������#
*��� 	���	 ������ �� �������� �� � �����%����� ���������# �� �� ��� ����������� *�
���� ����# ��� ������� �������� �� �������$ �������� �� S	�
 .� ���� ����# 	���	
������ �� � ���������� ��������� �� ��� ����� ���� ��3����� ���� �� 	���	 ������
������ ��3����� ��������� *��� �$������$ ��3����� �����	��

.� ����� �� ��������� ��� ������� 	���	 ������ ��������� ���� *� ���� ���������

������ ����� 	����
5 �� ������ >� ������� ��� �	� � 
��������� ���� �� ��
��
 �� ���� ��� ��
�H��� �� ������	���" �� ��������� ���� ������� ������ �� �����	������� >���	� �� �	�
��
�� 	���������� 
������5 ����
� ��� ��� ���� >�
��"=�������
 �� ����� �����	������� ���
�����
	��
 �� !������ 35-595

���� �������� ��� �� ��� � ���� �������� �� ����� �� ������������5
�	��� �����; >��� ���	�� ������� ����� !������ 35-59? !��� �����	������� �
��� ����� 	����


�� � ��������� ��� ��$���� ���	�����5 �� ��� ����� �� ������� ���	���� �� ��� ���
���" �������

�	� �� �� ��
��
 �� ���	���� ��� ���
� �� �� ��$���5

��(�����"� �� � ��������� ���� ����������� �������" �� �
����
 ��� �������� �� �������=
��
� �� ������� �������� �� ��������� ���� �� �� ������� ���	���� �� �������
 
���������������"?

�H����� �	� �� �� ����� 	����
 �������� ��� ���� �� ���� ������� ���	���� >�	�
 �"������" ��

�� 
�H����� ����� ������5
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�� � �����&� ������� *� ���� �� ��&��# �� � ���������� *�$ ��� ��� ������� ������#
*��� ������ �� ���������� � ������������ ��� *��� ������ �� ��� �������$ ���
��������� ��	 ,��� ����� ������� ��� �����&��# ��� 	���	 ������ ��� ��� �����
������� �� ��&���	

=����� �� ���� 	���	 ������ �� �� �+�����# *� �������'� ���� ��� )�$ ������%
��������� �� ��������������� 
������������� ��� ����������# �������%�����������#
�����+����� ���������� ��� ���)���� ������������� ������'����� ��������	 ���$
��� � ����� ����������� �� ���� ����������� ������� *��� ��� ��������� �����%
������ ���� �� ��� ����� ��� �������� �+��� ���������� ��� *��� ��� ���������
������������� �� ��� ������� �� ��� ������� ��� ���������� �� �� ��� ���������	

	���� � !���+�,�%� ���� � ���� ������� ��������������

.� ���� ������� *� ������� ��� ������ *��� � ����� ����������� �� ��� ���� *����$
������� ��������������	 H� �� ��� ���� ��� �+������ �� �� ������� ��������
��� ��������� H� ����� ��� ���������� ������ �� ���� �����&� ������������ ����
�����$ ��� �������������� &��� ���� �� 2��� [ B��� L���0M	�� .� ����������# ��
��� �����*��� *� ����� ������� �� � ����� ����������� �� ��� �������� ����������'���
���� ������������� *������ �������� ��� ������� �� ��� ������� �������� �� *����
���� �� ���� ��� ���� �����������	 (�� *��� �������� �������� 	���	 ������ ���
��� ��	��
 �����������# ��� �*� �������������� *� �������� �� ��� �+����������
����$���# ���� ������� �� ��� �����&� ��������������� *� ����� ��� �������� ��
1������ "	 
�������# �� ����+ � *� ������� �*� ������������� �� ��� ������
����$��� �� ��� ��	��
 �����������	 .� ��� &���# *� �������'� ��� ��	��
 ��������
���� �� ��� �������� �� �$����� ����������� ��� ������� �������R �� ��� ������#
*� ��������� ��� �����*��) �� ���������� ������ ���� *���� ��� ��	��
 ��������
���� ��� �� ���� �������� *��� ����� ������'����� ���������� ���� �� ����������
�������� ������� ��� ��� ������������
 ������	

7��#�� �������

��� ���� ���*���) �� 	���	 ������ �� ���� �� ����� ������� �������������$ ����%
����� *��� ��� ������ ������� ������� �� � ����%���� ����� �������	 ��� ����
��������� L��� �������M *�$ �� ���)���� ���� ���*���) �� ����� �������# *����
�������� �� ��������� � 	���	 ������ ���� ���� ����# �������� ���� ���� ���� � ��*
�������$%�������� ������� ��������	 ��� ��������� ���� �� ���� �� L�M ��� �������� ��
������� ����� �������� �� ��6������$ ����� ��� �� L��M ����� ������ ��� ��������$
����������� �� ��� ������ �����# �$ ��������� ��� 	���	 ������ ��������� � ��6%

��$����=����;��� ���
��� ��" �����
�� ���� ���� �	 ��� &344B'5
��C� �
��� ��� ��
 �� �� �����>��� �� �������� � �������� �
�(�
�	 ����� ������ �� ��
�����

���� ����� ������ ���� ����	� �	��������� ��� � ���� ��� �� ��*����	� ����� �� ��� ��
�� ������ �����	�5 ��" ��� �������� ���	����� ��� ��� �� 
����
 �� �����������"5
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������$ ����� ������ �� ����� ��� ����������$ *��� �� ����� ���� �� ������� �� �����
���� � �����������$ ����� �������	

4�����������$# �� ���$ ��������� ������������ ������� �� ��� �*� �$��������
�� C����&��	 -�����������# ����� ��� ���������$ �� ����� �������# �������������
����� ��������� ���� �������� *��� ���������� *��� � ��* �������# ��� ������
���� ��������) ������ �� ����� �� � �������� ������� *���� ���� �������������
�������������� ��� �� ��������	

'������# ��	�� ����	�

������� ������ �������� ����# �������$ �� ������ �������# �� �+������$ �3������
�� ��������# �� �������� 	���	 ������ L5�����Q� �� �+# ����M	 ����� �������$ ��
������ �������# ��� ������$��� �$�������� �� ���� ���� ��*%���� �����%������ ���
���������	 �������� 	���	 ������ �������� �� � �������� �� ���� �� 	���	 ������ *����
��� ������� �������� �� � 	���	 ������ �� �������� �$ � �����������	 �� ��� �����
������� ����� �$ ��� �������� ���	 .� ����� ��� ���� ��������� �� �� �3������#
��� ������������ ������ ��� ���� ��� �������� �� ��� ��* �������� ����� ��� ���
���� ��� �������� ����� �������# �����*��� ��� ������ *��� ����� ��� ����� ����
��� ��������$ �+������ ����	 �� ��� ���� ����# ��� ������������ ������ ��� ��
��� ������# �����*��� ��� 	���	 ������ ���)� �� �������� ���) �� ��� ���� �����
������� ������$ ������� �$ ��� �������� �������	

$�������# ���������

���	���� �����	��� LF��)������) �� �+# 8;90R 1���$# 8;9"M �� �������� �$ ���
��������� ������� �� ��$�����	 ��� ��� �� ��� ��$����� ��������� ������� �� ��
������ � ������� ��$����# *���� �� ����������'�� �$ � ����� �� ������� �����$	
��� ������� �������� �� ������� � ��$���� ��� ���� �� ������� �� ���*�$� �� �������
�� ��� ����# ��� &��� ��$���� *��� ������� �������������� ��� �������	 ,� ��� �����
����# �� ����������� �� ��������� ���*�$# ��� ��$���� ��� ��� ����������$ �� ��������
� �������%�����$ �����	

���	���� �����	��� ��� ������������� ������'����� �������� �� � ������ *��)
������� ��� ����� S �� ��������� �������$ ����*�� *��� � ��������� �� ��������%
���� �� ��� ��� ��&��� ��� 	���	 ������	 � ��������� ������ ����������� ���������
��� *��)� ����� ��� ������� �������� s# � ��������� �������� s′ �� �������$ ��������
�� N (s)	 H��� � ����������$

ps,s′(�) =

{
1 �� f(s′) < f(s)#

exp
(

f(s)−f(s′)
�

)
�����*���#

��� �������� s′ �� �������� � ��� ������� ����� �� s′ ��� ��� ��������� �� ��������	
.� s′ �� ��� ��������# �� ����������� �������� s′′ ∈ N (s) �� �������# ��� �� ��	

��� ����������� �� ���*�$ ��������� ������ ��� ������ *��� ��� �����������
���� �� ��� ��������� �� ��� ������ ��� ����������$ �� ��������� ���%���������
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�������� �� ������ ��� ���� �� ��������� ���� ����	 ���� ������ ����� �� ��������
��� ����� �� ���������� �� ����%���� ����� ������ ���� ����� �� ����������� ��
��� ����$ ������ �� ��� ������	

��� ����	�

(���� ���������� �� /����� L8;9:M �� ��� ����� �� ����$ ����� ���������� � ������
������ L/�����# 8;77M# ���� ������ �� ��*���$� ����� ��� ���� ����� ����������%
����	 .� ��� ����� ��������������# ���� ������ ������ � ������ ������ ���� ��� ���
��$��� �� ������ ���� ����� ������ ��� ����� �$����	 ��� ���� ���� �� � ������	
�������� ����� �� ���������$ ������� ���������	 .� �� ���� *����� � ������ ��%
������ ���� �� ������* ������� �� ��� ���� ���������	� �������$ �� 	���	 �������
� ������������ ��������� �� ��&��� �� ��� ��� S �� ���������R ��� ������ ������
���� �� ������� �������� s1 ��� �������� ����������$R �� ��� ������� ���� j# *���
��� ������� �������� �� sj# ��� ���� ���� TLj �������� sj , sj−1, . . . , sj−L+1# ���� ��#
��� ���� k ��������� �������# *���� ��� ������ �� ��� ���� ���� L �� � ���������
�� ��� ���������	 ��� ��* ������� �������� �� ��� �� sj+1 = s′ �∈ TLj# *����
f(s′) ≤ f(s)# ∀s ∈ N (sj) \ TLj	 ��� ������� �� ���� ��������	

.� *����# ���� ������ )���� �����$ �� ��� ���������$ ������� ��������� ���
����� ���� �������� �� �������� ��������� �� ���� ���� ��� ���� ������ ��� �� �����
�� ��� ������������# $�� �������� ���� ���� �����	

 ����������� 	����������

���	�������
 ���������� �� �������� �$ ��� ������$ ���*� �$ ����������� �� ������
������ �� ������ ��� ����� �� �������� ����������# ����� ��� �������� �� �������
��������� L��*��# 89";M	 � ������$ �� �������$ ��3����� ���������� ���� ����
���������� ���	�������
 ��������� L(����# 8;:�R (���� �� �+# 8;::M# ���	�������

���������� LB���������# 8;70M ��� ������� �	������� L=������# 8;7"R /�������#
8;9;M	 ��� ������ ��� �����$ ������� �� ������������� ������'�����	

��� ����������$ ������� �$ ��� ������ �� ���	�������
 ���������� �� ��������
��� �����$ ������ �� ��� ���������� ��������� ���	�������
 ���������� �����
*��� � ��������	 �� �	��������# *���� ��������� ���������	 >��� ���������� ��
��������� �$ � ����������# *���� �� � ���������� �� 
�	��# ���� ��# � ������ ��
�$�����X���� �� ��� ��������X��# ��� �+�����# {0, 1} �� � �����$ �������� ��
�������	 ��� ��	��� F��(s) �� �� ���������� s �� �� ����������� ���������� ��������
�� ��� ���� f(s)	 .� ����� *����# F��(s′) > F��(s′′) �� ��� ���$ �� f(s′) < f(s′′)	

���	�������
 ���������� �� �� ��������� ���������	 �� ���� ����# � 
�	������	
�� ���������� �� ����������	 � ����� �� ����������� *��� � ���� &����� �� ��������
��� �����������	 ��� ��������� *��� ���� ��� ������� �������� �� ������ �����������	
B����������� �������� �� ����	
 �*� �� ��� �������� �����������# ��� ����	��# ���
��������� �*� ��* ����������� *���� ����������� ��� ���� �� �������� �� �����
�������� �����������	 ���� ��������� �� ������ ����������	 ������� ���������#
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������ �������	# �� ������� ��� ��C������ ��������$ �� ��� ����������	 .� �������� ��
�������$ U������# *��� ���� �������$ ��&��� ��* ����������$# ��� ����� �� ����
�����	

� ������� �� �����������$ ����������� ������ ����� �	������� L
������#
8;9;M ���������� ���� ������� �� ��&��� ������� 	���	 ������ ������ ������	 .�
���� *�$# ���$ �� ��� ���� �� ������ ����������� ����� �������� ������� ��������
��� ������ �� �������� �������	 ������ ��� ������ ���������� �����������$ �� ����
,��������	 �����������#�� ��� ��� �� 	���	 ������ *�� ���*� �� �� �����������$
�3������ L2���$# 8;9"R -�����# 8;; R @������� �� �+# 8;;:M	

!�� 	����� ������0�����

��� ��	��
 ����������� L�����# 8;;�R ����� �� �+# 8;;;R ����� [ ��I�'��#
��� M �� � ������������� �������� �$ ��� �������� �������� �� ��� ��������� .� ���
�� �������� L/��� �� �+# 8;9;M ����# �� ����� �� &�� ��� �������� ���� ���� �
���� �� � ���� ������# ��� �������� �+����� � �������� �������) ��������� �$ �����
� ���� �� �������� ������������� ������ ��������$ L/�����# 8;";M# ����� �� ���
��$��� ��� ��������� �� ��������� ������	

��� ���� �� ��� ��	��
 ����������� �� �� &�� � ���� �� ������� ���� �� �
*������� �����	�� �� ���� ���# � ������ �� ����� ��� ��������� �� � 
���� 1����
�������# ��� ��� ���� �� ����� ����� �� ���� �� ���� ��� ���������� �� ������� �����	
���� ������� �� �������� *��� ��� ��� �� ��������� ���� ��� ���� ����������� ��
��� ����� ��� ���������$ ������� � ���� �� ������� ����	

>��� ���� �� ��������� �����������$	 .� ��� ��������� ����������� �� ��� ��	��

�����������# ��� ���������� �� � ���� �� ��������� �� ��� *��) �� �� �	� �� ���
�����	 �� ���� ���� ��� ��� �������$ ������� *���� ���� �� �������� �� ���
����� �� � ��� �� ����������# ������ �������	�# *���� ��� ���������� �� ���� �����
� ���� ����� �� ��� ��������� ��� �� ���� ��������� ��� ����������$ �� �����
���������	 ,��� � *��) �� ��������� ��� � �������� �� ��������# ��� ��� ������
���) ��� ���� ��� �������� ������� ��������� �� ��� ��������� �����	 ��� ������
�� ��������� �������� �� ���� ����������� ���������� �������� �� ��� ���� �� ���
�������� �� ���� ����� ��������� ��*%���� ��������� ��� ���������� ��� ���� ���
�������� ����� ����������$ �� ����� �������� �$ ������ ����	

��� ����������� �� ��� ��	��
 ����������� ��� �� �����&�����$ �������� �$
����� 	���	 ������ ��� ��&���� ��� �������� ����� �$ �� ��� ������ �������� ���
��������� ����� L����� [ /����������# 8;;7R ��I�'�� [ =���# 8;;9# 8;;;M	

��7���=�������� ������; &-9//1-038' �� ���� � ����� :�������� �� ��� ����� ��
 � �����	����
�� �� ����" �� ����	����5 ������	�����"� �� ���� �� ��>�
�"� ���������
 �����" >�� �

�����
���
 ����" �� ���
��"? �� S���������� �� ��G	���
 ������S &������;� -048'5

���� ��
�� �� ���;��� � ������� ������������� ������:����� ������� >�� ��� ����� ���������
����� �� ������� �	�� �� �������" ����
�
 ���� � ������� ��� �������5 !	� �� ����
��� ��
��>�"� ��������? �� �������> �� �� ���" 
�H����� �������� ��� ��� ���� �� ��� �H�������"
��
��
 >�� ��� ������� ��� �� ��	�
 �� ������ 6 �� (��� &-888' ��
 �� ������ 6 !�T�:��
&344/'5



�	8	 
������������� ��� ������������� ������'����� 00
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�� �� ������� ���� ��� ����� ������������ ����� �� ������� �	8	7# � ������������� ��
��� �������$ �� �
������ ��� ������ � ��� �� �������� ���� ����� �� ���������� ���
���)���� �� ������'����� �������	 .� �� ���������� �� ���) �� � ������������� �� ��
�� �
�������� ������� ���� ����� �� �� ������������ �� $���� � ����$ �����������
���������	 .� ���� �� ��� �����# �����$ ��� 	���	 ������%������� ��������������# �
������������ ��������� ��� �� �� ��&��� ���� ��� ��� �� ���������	 .� ��� �����# �
������ �� ����������# ������ ��������� �� ����������� �� ����# ��� �� �� �����	

��� ���������� �� ������ �� ��������$ �������'�� �$ ��� �������� ��������$�
.� �� �������� �� ��$���$ *�� ��� ���� ������ �+�������� *��� ��������������
���� ����� ������� ��� ����� ��������� �� ��� ����� �� ����� ���������� ��� ����
� ������� ������ �$������$ �������� ��� ����������� �� � �����&���� *�$	

.� ���� �������# *� &��� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ������� �� �+%
�����������$ ��������� ��� ����������� �� � �������������	 .�����# ����� ������
�������� �� ��������� ��� ���� ���&�������� �� �� ���������# ��� ����� ������$ ��
��������� �*� L�� ����M ������������ ���$� � ����������� ����	 H� ���� ��%
������ ��� �����%��%���%��� �� ������ �������������� ��� &����$ *� ������� ����
������'����� ���������� ���� ������� � ���� �� �	��	� ������ �� ����� ����������	
��� ������ ��� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ��� ��� ��������� ���� ���$ ���
��� ��)� �� ������������	
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���� ������� ����U$ �����*� � ������ �� ������ ���� ���� ���� ��������� �����
��� ��������� ����$��� �� ���������� ������'����� ���������� ��� �������������� ��
����������	 
��� �� ����� ������ ���� ���� ������� ����������� �� ��* �� �������
�� �+���������� ��������# ��������� ���� ������ �����)��# ��� ������� ����
����������	 .� ����������# ���$ ��� �������� ��� �������� �� ����� �����������
���������� ��� �� � �������� �+���������� ������	

��� ������� �� ����� ������ �� ��� �����������$ �������� ��� ��$ ���� ���) ��
������ ��� ����$��� �� �+��������� ���� �� ��� [ @��� L8;;;M �� 
��������$
L����M ������ ���� �� ��� ��������� ������ ��������� �������	 -�����������# �����
������ *��� ������� ������� ��� ���������� ���$ ��� � ����������� ��������
���� ��� ������$ ����������� �� ��� ����������� �� �������������� ��� ���� ��
������� �� ���������� ��������	 .�����# �� �� ��� ������������ �� ����� ������# ���
��������� �������� ��������$ *�� ��� �����������$ �������� *��� ���������� ���
����� ������ ��� ��� ����� �� �+�������� ��� ���������� �� � ������� ���������
����$��� ��� �� ��������� ������ ����������	 .� �� ��� �������� ������� ���� ���
������� �� ����� ������ ������$ �������� ��� ������$ �� ��������� ������ ����
�� ���� ��� ����� �� �� ���� �� ���� ���������� 4�����������$# ����� ��*���$� ���
���$ �� ��� ������ ��������� �� �������������� ������� ���� �+������$ ����#
���������# ��� ������������ �+���������� ����$���	
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��� &��� *��)� �� ��� ��������� ���������� �� ������'����� ���������� �������
��������� �� ��� ��������� /����� [ ���*��� L8;9"M ��� /����� �� �+ L8;9:M	

�/���� L8;9:M �������� ���� ���� ������� �� ��������� ����$��� �� ����������	

�/���� L8;;�M ��������� ��� �������� �� �������� ��������� ���������� �� ���
��������� ����$��� �� ���������	 2��� �� �+ L8;;"M# 
�/���� L8;;:M# ��� E������
L����M# *���� ��� ���������� ���������� �� ��� �����# ������� ������� ������� ��
��� ������ ��� ����$��� �� �+��������� *��� ���������� ������'����� ����������	
/��� [ H���� L8;; M ��� /��� �� �+ L8;;7M ������� � ���� �� �$����� �������� ��%
��������� *��� ���������� �� �+���������� ����$���	 =��)�� L8;; M ������ ����
�� ��������� ����$��� �� ���������� �� ���� ����������� ��� ����������$ ������
���� � ����������� ���	 ��������$ ������ ���� ��� ����� �� ���*# �� ��� ���$ ��%
������� �� ��� ����� ��� ������ �������� �� ��� ���� �� ����������� � ����������$
������������� ���� ��� ��������� ��� C����� �� �� �	��7������ �� ������	 ���� ����
�� ������� �� ��� ������ �������� �� ��� ������ ������� *� ���� �� 1������ 0	 ����
��&������ �������� � �$����� ������� ����� �� ��������� ������������ *���� ����)%
��� �� � ����������$ ������������ ���� ��� ����� �� ��� ��������� ��# �� ��� ���*#
�+������$ �������	 (������# �� �� �� ���*� �� 1������ "# ��� ������ *� �������
��� ������ ��������������# *���� �� ����� �� � ������������� ����� �� ��� ����� ��
��� ���������# ������ �� �� �����������$ �3������ �� ��������� ������������	 =��)��
L8;;"M ��������� �� �+���������� �������� ���� ������ �������� ���������� ������
���� ������� ����	 .� ����������# ��� ������ ������� �� ��� ���� �� ���������
� ���� �� ���������� ���� ������ ��������� ��� �3��� �� ��� �� ���� ������� ��
��� ����������� �� ��� ��������� ������	 �� ���� ���# � �����&� ������# ��$ ��� ��%
������ ��� ��� �� 	���	 ������ �� ��&�� ��������� �� ��� ��	��
 �����������# ������
�� ������� ��� ��� �*� �����*��� ��������� �������������� �� ��� �������������
�� ���� ������ �� ��������� ��� ��������� ���� ������ ��� ��� ����� ���	 ,��
�� ���� � ����������# ���� ��� �� ������� ����� ��� ���� ���$�� �$ ��� ������
����� ����$���	 
�/���� [ 
���� L8;;;M ���� ������� ������ �� ��* �� �������
�+���������� ������� �� *������ ������ ��� �� ���� �������������	

����� ��� ����� �+������ �� ��������� �+������������� �� ����������$ �����%
�����# *� ����� ��� ���������� ������ �� 
�/���� L����M ��� � �������� ���������%
��$ �� ��� &���	

!�����	��� �� ������ ����������

.� ��� ���� ��C����$ �� ��� �����# �������������� ��� ����� �$ ���� �� � �����
�	������� ��������� ������ �$ ���� ����� �� �����	 ���� �������� �� �$������$
������� �� ���� �� ��� �������� ������ ������� *��� ��������������	 (�* ��%
��������� ������� �� �+�������$ ��� ���* �� �� �*��� �� ��� ���������� �� ���
��������X��� ��� �������� @�� 2������ L8;;"M ��� /������� �� �+ L8;; MX
*���� ��� ���� ��C����$ �� ��� ���� ����� � *��� �� ��� �����	

��� �����%���%����� �������� �������� ���$ ���*���)� �� ��3����� ������	 .�
*��� �� ��6����� �� ��������� ���� �*� �� ���� ���������� ��������$ ���������� ��%
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���������� ��� �������� ��������# �����������$	 � ��C�� ����� *��� ���� ��������
��� *��� �������� ��� �����%����� ���������� ����������� �� �������������� �� ����
�� �� �+������$ ����%���������# �����%���������# ��� �� �������� ��� ��������� ��
� �����������$ �)����� ������������# �$������$ ��� ������ ���� ����������� ��� ��%
������� �� �� ��$ ���� �������$ *�� �� *��� ���������� *��� ��	 ,� ��� �����
����# ��� *��� �������� �������� *��)� �� ��������������# ��� �������� �� ����
�������� ���)� �� ���������� ��$ ���������� ���*� ���� ��� �+���������� ���%
������� �� ��3����� ����������� �$������$# ����������� ��� ��� ������$ ����������
*��� ��� ���������� ����� ����$��� ��� ��������# ������ ������ �� ��� ���� �����#
���$ ��� ���� )��� �� ������ ����� ��������� �� ����� ��������� �� ������ ������
���� �� ��� ������	

�������$ ��U������ �$ ��� ����� ��������� ����� �$ =��)�� L8;;"M# ����
������� ������� � ����������$ ����� �� ��������� ������# *���� �� �����������%
��� �� � ����������� ����$���	 ���������# ������ ���� ������� �������$ ��� ������
������� ���$ ���� ������� ��� �������$ ���� ������+ ������������ ������� ��
������������� ��� �������� ���������� �� ���� ��������� �� ��� ���������	 (��
�+�����# ?� [ F���$ L8;;:M ��$ �� �������$ ��� �������� ������������ �� &�� ��3��%
��� ���������� �� � ����%������	�� ���$ ������� ���� ��������� ��� �� � ����#
�+����� ��� ��������� ��������� �� ����� ��������� ��� ������� ��� ������� ���
���* ����������� �� ��� �3���������� �� ���� ���������	 (����������# ��� ��%
����� �������� ��3����� ������ �� ��� ���������� �� ��� ���� �3������ ����������
��� ������ ��� ���� �����	 ������ [ E������ L8;;7M ��� @�� 2������ L8;;:M ���
� ������� ��������	 ?� �� �+ L8;;9M �������� � ���� ������� �������� *���� ��
����������� ����� �� ��� ���� ����� ���� �� � ��������� ����$���	 .� �� *���� ���%
������� ���� ���� �� ����� �� ������� ��3����� ������������# ��� ������� �����#
���� �� �� � ������ ��3����� �����+�# ��� ���� ����������� ����� ���� *� �������� ��
1������  ��� ��&���� ��� ������ ��������� ������# �����$# ��� (������� ����
��� ��� H����+�� ���� L1������# 8;;;M	

������� �������� �� ������ ���� ��� ���� ������� ��� �+����� �� 1�$ �� �+
L���8M ��� �� ������%K�' [ 5����� L����M# �� ����� �� ��� ������ ���� ��
��� ����������� ���������� �� )��*� �� �����	�� ������� ��������
� L��� [ @���#
8;;;R 
��������$# ����R 
$��� [ 
��������$# ����M	�� ���� ������# *����
�� �)�� �� � 
�����	� �����	� �� � ��� ������# �������� �� �� ��������� ������ ��
��� ����� �� ��� ���������� ���� ��� �� ������$ ��������� �� �����*�� � ������
�� ��&��� �� ��� ����� �� ��� ���������� *���� ������� � �����	�� ���*��� ����
���� �� ���&��������� �� ��� ������������� �� �� �����	 ��� ������ ������ �� ����
����� �� ��� ��������� �����# ���� ��# ��� ���� ����� ������ �� ��� ����������#
��� ����� ����������$ �� ��� ��������� ����� ����������� � ��������� �� ������	
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�� ��� ������� ��������� �� ��� ������ �������# ��� ������������� �� ������ ��� ���
����� �� ��� ���������� ������������� �� ��� ������� ����� ��� ��� ����� �����%
�������� �� ����������� ������	 .� ��� ������� �������� �� ��� ������� ����� ���
������ ���� ����� �������� �� ��� ���������� ������������# ��� ������ �� �������
��� ��� ������ �� ��� ���������� ������������� �� ��� ������� ����� ��� ��������	
,����*��� ��� ������� ����� �� ����� �� ��� ���� ����� �� ��� ���������� �����%
������� ��� ��� ������� �� ��������	�� 1�����$# ��� ��������� ������ ������ �� ���
���������� �� &�� ��� �������$ ������� ����� �� ��� ����������	 -����������# ��
�$������$ &��� ���� ���&���������	�	 ��� ���� ���*���) �� ���� �������� �� ���
���� ���� �� �������� ���� � ������ �� ��&��� �� ��� ��������� �����	 H���� ����
���������� ���� ��� ���� ��$ ������� �� ��� ���������� ��� ����	� ���������#
������ �������� �� ����������# �� ���� ��� ���� �� ��� ���� �� ����
����� ���������#
���� ��# ��� ��������� *���� �������� ������ ������ �� �����������$ �������	 4�%
����������$# *��� ������ ��������������# �� ����� ������� �� ���� *��� ���������
�� ���� )���	 5�� �� ����) ��� �+����� �� ��� ���� �� ��� ��&������ �� � ��������%
���� ��������� ��� � ����� ������	 �$������$# � ������$ �� ������� ��� �� ����������
��� �� ���������� �����	�� ��� �� ��&��� ����� ����	


��� �� �������# ��� ��C�� ���������� �� ��� ����� ��������� *��)� �� ����
���$ ���) �� � ����� ��&������ �� ��� ������ ������� ������	 .� ����������# ������ ���
�� ����X� ������� �+������� �� 1�$ �� �+ L���8MX���� �� ������ ���� ������ ���
��*�$� �� �� ��������� ���� ������� �� � �����&� ����� �� ���������	 
�������# ���$
���) �� � ������� ��������� �� *���� �����&� &���� �� �����X���� ��# ��� �+�����#
��� ������� ����������� ���� ��� �����X���� ��� ������ ������� �� �+������ ��
������'�	 H� ���* �� 1������ 0 ���� ����� ����������� ��� �� �������� ����)�
�� ��� ��&������ �� � ������������� ������� ���� ��� ����� �� ��� ���������	

%�(���� ������

(�� ��� ��)� �� ������������# *� ������� ���� � ����� �� ������'����� ����������
���� ������� � ���� �� ��������� �	��	� ������	 ���$ �� ��� ���$ ��$ ���� ��
��� �����*��� �� ��� ������ ����� ���$ ��� ����� �� ����� � ������� ���� �� �����
��3����� ���� ��� ������ ������� *� ��&�� �� 1������ 0# $�� *� ����U$ ���������
����� ������� ����� ���$ ���� ���� ������� ���������� *��� ��� ���C��� �� ���
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 �"��� 6 ���	�� &-809'5

���� ���
�� ���� �� ������
 �� �	����� �� ������� �� ����� ���� ���� ���
���" �������

������ �� �� ���������� ����� ������ ���� �� � ����� �����
	�� �;�� �� ������ ��	����5 ���� ��
�������� ��� �� ������ ����������
 �" �� �����	������� 
�������
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������	 .� ����������# �	��	� ������ �� �$������$ ����� �� ���� ������� ��������
���������# ��������� ����� �� ��� ������������� �������� ����������	�


��� )�$ ���� ������ ��%���� ������ �� �� �����$ ���� ���������� �� ��� ������
��������� *���� ���������� ��� ������ ������	 ���� �������� �� �����������$ ��%
������� *��� ��� �� �������� �� ����� ��� ������ ��������# �$������$ ����� ���
������+	 ���� ��������� *��� ��� ������� *� ������� �� ��� ������# ���� ���
������� ��� �������� ��� ��������� �� *���� ��� �� ������ �� ����� � �������$ �����
������ �� ���������	

,�� �� ��� &��� ��U������� ������������ �� ��%���� ��C������� �� ��� ����������
�� �� ��������� �� ����� �� 2������ [ ���������� L8;; M *���� ��� ������� ���������
� ���� ������ *���� ��� ������ �� ��� ���� ���� �� ������'�� ��%����	 .� 2������
L8;;:M ��� ���� ���� �� �+������ ��� ��� �������� ������ �����*��) �� ��&��� ��
� ������������� �� *���� � �������) �� ��� ������ �� �������� ��� ���� �� �����$
���� ����������# *���� ��� ������ ������ �� ����� �� ��������	

<���� [ ��������� L8;;:M ��� � ������������� �������� ������ *���� ���
����� �������� �� �����+������ *��� � ������ ���*��)# �� ����� �� ���)�� � �������%
��� �������	�� � ���� �������� ����������� �� ��� ������ �� ����� �� <���� [
��������� L8;;9M	

.� 2�$�� [ 
���� L8;;7# ����M ��� ����� ������ �� ��������� *���� �� �����
�� ��� ���� �� ���������� ��� ������� �� � ����� ������ �� ��� ����� �� �����%
������ �� ��� �������� �����	 ��� ���������� �� ��������� ����� � ��� ���	�	

��������X��� ������� �	�	: ��� � ����� ������������ �� ���� ����� �� ������� �����%
��� �������	 
��� �� �+ L8;;;M �+���� ��� ����� ������ ������ ��� ����������$ ��
��&���� �5��	� ��� ������������ �������� ����� ��� ������	 � ������� ��������
���� ���� �� ���������� ��� ����������� �� ��3����� ���������� �� � ����� ��������
�� ��������� �� ����� [ 
����� L8;;:M	 ��� ������������� �������� ��������� ��
������� ���� �� 
���)�)� [ ����� ... L8;;;M ��� ���)���� ��� ���
����� ���

�������� �������	 2��)������ [ ����� L8;;9M �������� �����# � ������ ����
������ ����� � ������ �� ������� ����� ���������	 ����� [ B������ L����M ��������
� �������� : �%� �� *���� ��� ���������� �� ��� ��������� ��� ����%��C�����
����� ��� ������ ��������� �� ��� ������$ �� ��� ��������� ���������$ �����	 ���
������ ��������� � ���� �� ��3����� ���������� ������ ��� ��� ���������� �� ��
������ ��%����	 ��� ������ ����� �� �� ���� �� �������������$ �������� *��� ����%
��������� ���� ��� ������� ����� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� �������� �������	
.� �� �� �+ L���8M# ������ ���������� �� ���� �� �������# ���� �������� ���	����
�����	��� ����# ��� ���� ���� ������� �������� �$ �������� ���� � ����� �������
��������	 .� ���	�������
 ���������� ����������# ��� ���� �� ��%���� ������ �� ����
����� ��� ��� �� ����� �� B��������� L8;70M ��� ���*���� L8;98M	 
��� �������$#
�� ��� ���� �������� �� ��� *��)� �� ��������� L���8M ��� 5���� �� �+ L���8M	

�	!�� !������ 35353 ��� � ����� �����
	����� �� ������������� ��������5 � ����	� ������������
�� ������������� �������� �� ����� �� !	���� 6 ����� &-880'5
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���������� �������� ���$� � ��C�� ���� �� ���� ������ �� � ������ �� ������������
�� ���$ ��3����� ������	 ����� ����� ��� ��&������ �� ��� ������� �� ������
�������������� ����� �� 1������ 0# ��� ��������� �������� �� 1������  ��� ���
�������� �� ���� �������# ��� �������� ����$��� ����� �� 1������ : �� ��� �+����%
������ ����������$ ��������$ ������� �� ���������� ��������������# ��� &����$
���� �������� �� ��� �+���������� �������� ������� �� 1������ "	

.� ����� �� ���� ���� ������� ��������� �� ��� ������# ���� ������� ����������
��� ������� ��� ���������� �������� �������	 .� ������� �	�	8 *� ������� ��
���������� ��� ������������� ������������ �� ������� �������� �� �������	 ���%
���� �	�	� ���������� ��� ����� ���� ���&��� ��������� �����������$ �������
��������� ���������� ���	�	
# �	���������� ���	�	
# ��� ���	�������	� ���	�	
	
.� ������� �	�	0 *� �������� ��� ��������� �� ���������� �������� ��� *� ���� �
������ ��&������ �� ��� �$����� �������	 �������� �	�	 ��� �	�	" ���� � ������
�������# *����� ��� �����*��) �� ���������� ��������# �� ��� �������� �� �	����
���	 ��� 
�	���������	# �����������$ ������� �	�	: ��������� ��� ������� ��������
�� ���������� ��������	 .� ����������# �� �������� �� �������*� ���� ������� ��%
�������� �������� ������� ��� � ���������� �� ���� �������� ���� ���� �� ��
����� ���� ��# ��� ��������# ��� ������� �� ����� ���������	 (�����$# ������� �	�	7
�������� ��� �� ������ ����	
 �������� ��� ������� ��� ����� ��������� �������	

	�	�� � ������������� ��� ���������� �����������


������ �������� ���$�� � ������� ���� �� ����&���� ������������ ����� ��� ���$ ��%
�������	 H��� ����&���� ������������# ������� �������� ��� ������ � ���� �� ����
�����	���� �������� ����� ��������� �$ �*� ��������� ��������� ���� *� ���� ����
��� ������� ��� ��� ���
����� ���	 ��� ������ �� ������� �� ��� ��� ����� ��
���	
 �� :�� ��� ��������� ������ ���� �� � ��������	 ��� ������# �� ������� �� ���
�������$ ������$ ������� ����� �� �������$ �� ����� ����� ���� �����	

,� ��� ��� ����# �� ��� ����� ���* �� ������� �������� ���� ������� ����
��� �$������ ��������# ��� �	���
�	� ������� �� ����� ���� �
�� ������� �$
��� ��� ��C�$��� ���� �� ����������� ����# ������ �� ����������	 *��� ��� ���%
����	 .� ����������# ��� ������� �� �+������ �� �������� ��� ������� �$ ���*���
�� �� ���� �� ���	# ���� ��# �� �� ������ �� *�� ��� �������� ���	 ���� ���* ��
�����$ ������ �� ��� �$�� ��� �� ��� ����������� ��� ������ �� ��� ��������
�� ����� �� ��� /���) �$�� �� ��
����	 �	� :����� LB���# 8;�9M# ��� ����%
�����# ����� *��� ���������� ������������# �� ��� E�*��� ������ �� ��� :��� L.���#
8;90M# �� 0��	��	����	 L������$# 8989M# ��	������ L1������# 8990M ��� ���� �� �
����� ������ �� ��� �������%&����� �������$ *��)� ��� ������ �� ��� ���� ������$	
����� ����  +;+ L1���)# 8;��M# ��������� L5���# 8;�7M# ��� ���$ ���%
��� �$ ������X��� 1���)� L8;;0# 8;; M ��� ���������� �������X<==>9 � %����
4������ LF�����)# 8;:9M# #���  �		�� L�����# 8;9�M# �����	���� L1������#



�	�	 ��� ������� �� ���������� �������� 0;

8;9 M# ��� �����3 LH����*�)� [ H����*�)�# 8;;;M	
,� ��� ����� ����# �� ��� �������� ���* �� ������� �������� ������� ��*���

��� ��������� ��������# ��� �	���
�	� ������� �� ������ �� �+������� �� ���	 �
������ ����# ���� ���� ������������� ���� � ��������� �� � ������'��# ��� ����� ��
��� ���� ������ �� � *���� �� � ������ � ������ ��� �������� �+�������$ ������� ��
����� � �����&� ����� �� �������� �� � ����� �����+�# �� �������$ ��� �� �����+��	

��� �*� ��������� ���� ���� ������$ �����*���� ��� �	 ���� ��	�� ���� ����
� ������������ �� ��� &���	 �� ��� ������ ����� ���� ������$ ����������# *�
��&�����$ ���� ��*���� ��� ��������� �������� ��� *� ��� ������ �)������� �����
��� �$������ ���� ��� ���$ ����� *� ����� �� ������ ��� �*� ��������� �����$
��� �������� �� ��� �����	 -�����������# *� ���� �� �������'� ��� ���
����� �����
�� �������� � ������� �������� *��� ��� ����� �� ������� ����� ��� &������� ���
��������� ��� &��� ��� ��*�$� ��C�$�� ���� ������������ �������# ��� ��*�$�
C����&�� �$ ������ ������������	 ���� ����� ������ ���� ����)� �� � �����������
�������� �$ ��� ����� ���� ���� ��*�$� ���� ���������$ ��������� �$ ��� ������
�� ��� ���C��� �� �������� �� �	���
�	� �����	�	

��� �������� �� ������� �������� ��� ��� �����*�� � ������ ���� ���# �� ����#
����������� ������� ����� ��������� �� ����� ��3����� ���������# ��������� ���%
����������# �$������ ��������# ��� ��������� ��������	 �� ������������ �� �����
��3����� ���������� �� ����� �� 1�������� L8;;�M ��� �� ������) [ ���������
L8;;�M	 ����� ����# ��� ��� ���� �� �������� �� ���� ������ �� ��� �������������
*���� �� ������$ ������� �� ��� ���������� �������� ������� ��������� �� ���%
���� �	�	0 ��� �� ��� �����*��� ����	�� ��� ������������� �������� �� �������
�������� ������� ����� �+������ �� ��� ����$ *��)� �� ��� 8;"�� ��� 8;:�� *���
��� �*�%���� ���� �� ��������� ��� ������������� �� ����� ����� ��� �������%
��� � �������� ������� ��)��� ����������� ���� �������$������$	 ������� *��)�
������������ �� ��� ����������� ��� ��� ����$��� �� ������ �� �������	 .� ���%
�������# B��������� L8;"9M �������� ��� ����� ���� �� )��*� ����� ��� ���� ��
���������	# ���������� �� ������ ������ ���*��)�	 
��� ��������$# ��� ����������
�� � ��	
�������� ������ ���*��)# ���� ��# � ���*��) *���� ������� ��� �������$
��������� ������ *��� ��� ����� �� *��� ��� ������	 (�� ���� � ����� B���������
L8;"9M *�� ���� �� &�� � �������� ����R �� ��� ����� ����# � ������� ��������
���� ��� ��� ������� �����%��$���� ���*��)� ������ ��� �� �����# �� ����� �� �����
�����	 ��� ���������� ��������� ���� �� ��� �������� ��������� �� ������� �����%
��� ��� � ������� �� ������� �� ��� ������� �������� �� ����� ����� �� ����� ��
-������ L8;:"M	 �� ������ ���� �� ��� �������� �� ��� ���������� �����*�� ���
����������� �� ��� *��) �$ 
���)$ [ ������ L8;:;M �� *���� ���� ������ ����%
������� �� ���� ����� *��� �����������	 .� ����������# 
���)$ [ ������ L8;:;M
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���*�� ���� ��� ���������� �� ����������$ � ������ ������ ��� �� ��������� ����� ���
�� ��� ����� ��C����$ �� ��������� ������������	 ���� ������ ����������� �������
�������� �� ��� ���������� ��� ��� ��� �3��� �� ��������� ��� ��������� �� ��� ��%
����� �������� ��������$ �*�$ ���� ��� ������ �������� �������	 ,��$ �� $����
�����# B�������� �� �+ L8;9:M *��� ���� �� &�� � �������� ���� ��� �����%��$����
������ ���*��)� *����# �������$ �� ��� ����������# ��� )��*� �� �� ������� ��
�����+������� ��$ ���������� ��������	 (����*��� ���� ������# ��� �������� ��
��� ��������$ �*������ ���) �� ��� ������������� ��������	 ����� ��� ����
8" $����# ��� &��� �� ������ ���*��) ��� U�������� �������� ��� ����������� ��
��� �������� �� ���������� ��������	 ��� ������ ���*��) ��	�����	��# �������$
����� ��� �������� �� ��� ���������� ������ �� ��������� ������������# ��� ���
�
������� ������� �� ��� ����������� ������� �� ������ ���*��)� �� ��� ���������
�� ��� ������������ �����������$ �� ��� �������� ������	 1�������$# ���� �� ���
���������� ��������� *����� ��� ������ ���*��) ��������$# ����) ��� �������� ��
��� ������� ������ �����	�� L@����)# 8;;9R 1���������� [ ���*�%��$���# ����M#
���� ������ �� ������ *��� ��� ����� ����� ��� ���� �� ��� �������$ �� �����
����������� ��� ����������� ����� L����$� �� �+# 8;;:R F����� [ @�'�����# 8;;7R
@����)# 8;;9M	

	�	�	 ��� ����� ���� ���!���� � ������� �������&

=�����# ��� ������� �� �������# ����� �� ����� ����������� ��� ������� ��3�����
������� �� �������� �� ��� ������ ���$ �������	 .� �� ��������$ ���������� � ���� ��
��� ������������ �� � ���C��� �� ��� ��������� ������ ���� ���� ��� ������ ����
��� ���� �3������	 H��� ���� �������# *� ��$ ���� ��� ���C��� �� ���� �� ���		
��� &��� �� ������� �������� ������� �������� ����������# *���� ������$ ��* ���
������� �� ��� ��������� �������� ������ �� ��� ������ �������� ��� �� �������)
���� ��� �����������	 �������� �� ��� �������) *� ��� ����������� ���*��� ���
�����*��� ����� �� ������� ��������� ���������� ���	�	
# �	���������� ���	�	
#
��� ���	�������	� ���	�	
	 .� ���� ������ *� ���� *��� ��� ������� �� ������
�������������� ����# �� *� ��)� ����� �� 1������ 0# ��� ���� �� ������ *���
���������� ��������	 .� �� �����$ ��� ��� ��)� ������������ ���� *� ��������� ��
���� ������� ���� ������������ ��� ������������� ��������	

$��������# ��������4 ,� ��� �+�����# ���������� ���	�	
 �������� ���� ����
�� ����������� ���*��� ��� ������� ��� � ����������	 ��� ������� �� �������� *��� �
��� �� �+������ �� ��� �������� �� ��� ���������� ���� �� �� �������� �� ���������	
>��� �+����� �������� �� �� �	���?������ ����# *���� ��� ������ �� ��� ��������
�� ��� ���������� �� ��� ����� �����	 ��� ������� ��� ���� ��� ������ �� �������$
�������# ��� *��� �������� ��� ����� �+������# ��� �������� �� ��� ��� ��������
�$ ��� ����������	 ,� ��� ����� �� ���� ����������# ��� ������� ��� �������$ ��%
C��� ��� �������� �� � *�$ ���� �� ���� ��)��$ �� ������� ��� ����������� ��������
��� �����*��� ���� �� �������� ��� ���� �����	 �� �� �+�����# *� ��� �������� �
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������ �����������	 �������� ��� ������� �� ������ �� �������'� ������	 .� �����
�� ����� ��� �������# ��� ���������� �������� ���� ������# �������# ������� ���
�������# ��� ���* ���� �� ��� ������� ����������� �� ���� ����� ��� ������� ����	
��� ������� ��� ������ �� ���� �������� �� ���� �����# ��$ �����# ���������� �� ���
�������# �����# ��'�# ���+ .�� ���)� �������� �� ����������� � ����� ���� �� � ��� ��
������ �� ��� �������� ��������	 2����� ��� ������&������ �������# ������� �����%
���� ���������� �������� ������� �� ��
������	 ���������	 *���� ������ ���� *���
����������� ��������� �� �� ������&������# *� ���� *��� ���������� ����������	 .�
�������# ��� ���������� �������� �������� �� ���� ��������� *��� ����� *��� �����%
������ �������� &���� ���� �� ���������� L2������# 8;;;M# ������������ L1�������
�� �+# 8;;7M# ��� �$���� ������&������ L5C���# 8;97M� ��� ����� �� ����������
��������# �� �� ��� �������������� &���# �� �� ���� ���� ���������� ��� ��
������� ��� ������$ �� ������� ���������	�	

8����������# ��������4 ,� ��� ����� �+�����# �	���������� ���	�	
 ����
��� ������� ��� ������� ��$ �������) �� ��� �������	 .������# ��� ������� ��������
���$ ����� ���� ��� �� �� �+������ �� ������� ���� �� � ���	�	
�� *�$	 .�
������������ ��������# ��� ��������� ���) �������� �� ��������� ������������ ���
��3������� ����� ��� ����� ��������	 �� �� �+����� �� ������������ ��������#
*� ��� �������� � ���������� �$����	 .� ����&���� ������ � �$����� ������� ��������
�� ��������� ��� �������� ��� ��C���� ���� �������� �� �����	 ���� ������� ���
�� �������$ ������ �$ � �������� ����� ���� �� ���� �� ������ ��� ��+��� �� ���
����� �� ���� � *�$ ���� ���� ������� ���������� � ��3����� ��C���	

7������	����� ��������4 � ����� ����������� ���*��� ��� �*� �+������ ��
����������� �$  ��	�������	� ���	�	
 L������ [ 2����# 8;;9M# ���� �� �� �� �����%
����$ ���� ������ �� ���������� ��������	 .� ������������� �������� ��� ��������
����� �������� � ��$��	�� �� ������� *���� ������ ��� ����� �� ��� �����������#
��� �������� � ��������� �� ������� ���A�� ��	�����	�� �� � �������)	 H���
����������� ��� �����*��) �� ��� ���� ���� ��� �������) �������� �$ ��� �����
�� �$������$ �������� ������ ��� � ������ ������%�������) ������� ������ ��
�����$ �����������	 >+������ �� ������������� �������� �������� ������ �� ���$
&��� ���� �� �������� ��� ���� ���$��� L������# 8;";R �������# 8;;�M	 >���$
�������� �� ������������� �������� *�� �������$ ��������� *��� ��$������$ ���
��������� ��������	 -�*���$�# ��� ������ ���) ��� ���� �������'�� ���*��� ��%
����������� �������� ��� ����� &���� �� ������� ����������� ���� �� �$�����
����������� L2������# 8;"7M ��� ������� ������� L2�����)��# 8;;"�M	
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��� ������� ������� �� ���������� �������� ��� �� ��&��� �� ����� �� ��� �����*%
��� ����� �������� L@����)# 8;;"# 8;;9M�



 � 1������ �	 2��)������ ��� �����%��%���%���

Γ Σ

LM

x y

ŷ

(����� �	0� � ��������� �������������� �� ��� ���������� �������� �������	 �����
��� �������� �����# ��� �������� ������� LM �������� � ����	�	
 ��� ��������
�� �����%������ ����� (x, y)# *���� y �� ��� �������� �� ��� ���������� Σ �� ���
����� x	 ,� ��� ����� �� ���� �������� ���# LM �� �������� �� ���	 ��� ��������
�� ��� ����������� �� � ��* ����� x# LM �� �������� �� ������� *��� �� ������ ŷ
���� ������ �� �� ����� �� �������� �� ��� ������ y �������� �$ ��� ����������	

• � ��������� Γ �� ������ ���� x ∈ �d# ������������$ ��� ����������$ ���%
�������� ��������� �� � �3�� ��� �	�	��	 ������������ P (x)R

• � ���������� Σ ����# ��� � ����� ����� x# ������� �� ������ y ∈ � ���������
�� � �3�� ��� �	�	��	 ����������� ������������ P (y|x)R��

• � �������� ������� LM *���� �� ���� �� ��������� � ��� �� ��������� g(x, α)
*��� α ∈ Λ	��

.� ���� �����+�# ����������$ ����������� �� (����� �	0# *� *��� ��$ ���� ��� ��%
����� LM ���	� ��� �������� �� ��� ���������� Σ �� �� �� ���� �� ������ ����� ���
�������� ��������� g(x, α) ��� ��� ���� ������ �����+������ ��� �������� �� ���
����������	 ��� ��������� �� ���� �� ��� ����� �� � ����	�	
 ��� �

Z = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN)}.

�������� �� N �����%������ �����# ������������$ ��� ����������$ ����������� ��%
������� �� ��� �3�� ��� �	�	��	 ������������ P (x, y) = P (x)P (y|x)	

(�� � ����� ����� x# *� ��� ������� ��� �� ������ ��� ��	����	

L
(
y, g(x, α)

)
,

����� �� �� ���� ������� ���� >�� ����	
�� �� ����������" ��� �� �	�������� ������� ��

�	��	� �� � �	������ y = f(x) �� �� ���	�5 �� ��� ���� P (y|x) = δ
(
y, f(x)

)
� >��� δ ��

,�����;��F� �	������5
���� ���� ��� >� �����
�� � ���������� ��� �� �	������� {g(x, α) : α ∈ Λ} �� ��� � �����������

����� �� ���	�� �� α �� ���� 	��������
 ��
 Λ �� �������� �� ��������" ���? �� ��	�
 �������
�	������ �������� �� ��" ���� ��������" �������� �������5
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*���� ������&�� ��� ����������$ ���*��� ��� ���������� ŷ = g(x, α) �������� �$
��� �������� ������� ��� ��� ������ �������� �� ��� ����������	 �� *� *��� ���
��������$# ��� �������� L ���� �� �������$ ��&��� �� � ���������� *�$ ���������
�� ��� �����&� ������ �� ��� �������� ������� �� ����	

=����� ��&��� ��� ��� ��� � �����&� ����� x *� ��� ��* ����� ���� ���
���� �� ��� �������� ������� �� �� ������'� ��� �3������ ���� �� L *��� �������
�� ��� C���� �����%������ ������������ P (x, y)	 ���� �������$ �� ������ ��� ����
��	����	� �

R(α) =

∫
L
(
y, g(x, α)

)
dP (x, y). L�	7M


��� ��������$# ��� ���� �� � �������� ������� �� �� &�� ����� ��� �������� ���������
g(x, α)# *��� α ∈ Λ# ��� �������� f(x, ᾱ) ���� ������'�� ��� ���������� R(α) *���
��� C���� ������������ P (x, y) �� ��)��*� ��� � �������� ��� Z �� �����	 H� �����
*�����

ᾱ = arg min
α∈Λ

R(α).

(��� ���� ��&������# ��� ������������ ��� ��� ��3������� ��� �������� ���*���
��� ���������� �������� ������� ��� ��� ������'����� ������� ���������� ��
������� �	8	�� .� ���� ����� � ��� �� ��C��� �� ����� �������� *��� � ���������
���� �������� ��� �����������$ �� ���� �� ��� ��C����	 -�����������# �� ��� ���%
������� �� ��� ���������� �������� ������� ��� ��������� ������ �� ����$������$
�������� ����� ��� C���� ������������ P (x, y) ��������� �� >������� �	7 �� ��%
)��*�	 2������ �� ���� ��3������# ��� ���������� �������� ������� ������ ��
��������$ ������� �� �� ������'����� ������� ��� � �����������$ ��3����� ������%
���� �����*��) ��� �� �� ���������	

��� ��&������ �� ��� ���������� �������� ������� *� ���� ����� �� ������
������� ��� ��������� ��3����� �����&� �����������	 ����� ����# ��� ����
������� �� ��� ���������� ��� ��� ������� �� ������	 ����
	����	 ��� ��� �������
�� ��
������	 ���������		

2������ ��	��������

.� ��� ������� ����������� ������� L��� �� �+# ���8M ��� ���������� �������� �
������� x ��� ���������� �� *���� �� k ������� �� �������	 ��� �������� �������
�� �������� �� ����� �� ������� ��� ������&������� �� ��* �������� �� ��� ����� ��
� ��� �� �+������ �� �������� ������&�� �$ ��� ����������	

4���� ��� ������ ��������� ��&��� �����# *� ��� �+����� ��� ������� �����%
������ ������� �� �����*�� ��� �������� ������ �������$ ��� ������������$
��������� �� � �3�� ��� �	�	��	 ������������ P (x)	 ��� ���������� ������&��
���� ������� ���� ��� �� k �������	 H� ������ ���� ��� ���������� �������� ���
������&������ ��������� �� � �3�� ��� �	�	��	 ����������� ������������ P (y|x)#
*���� y ∈ {1, 2, . . . , k}	�� -������ P (x) ��� P (y|x) ��� )��*�R ��*����# *� )��*

���� ���� �� >�� �� �	�������� ������� � ����� �� � ������� �� � 
������������ >�" �� �
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���$ �+��� ��� ��� &+��	 ���������# ��� C���� ������������ P (x, y) = P (y|x)P (x)
�+����# ���� �� �� �� ��)��*�	 ��� ���$ ������ �� ��������� ����������� �� � ���
Z = {xj , yj}Nj=1 �� N �������� ������&�� �$ ��� ����������	

��� �������� ������� ���������� � ��� �� ��������� g(x, α)# *��� α ∈ Λ# *����
����� ��)� ���$ k ������ {1, 2, . . . , k}	

.� ���� �����+�# �� �� ������� �� �������� ��� �����*��� ������ ��� ���������

L (y, g(x, α)) =

{
0 �� y = g(x, α),

1 �� y �= g(x, α);
L�	9M

���� ��# �� �	������� ��	����	 ��� ��� ������ �� ���������&�� ��������	�� H��� ���
���� �������� �� ��&��� �� �� >������� �	9# ��� ���� ����������#

R(α) =

∫
L
(
y, g(x, α)

)
dP (x, y).

���������� ��� ������� ����������$ ���� ��� �������� ������� ������ �� � ������&��%
���� �����	

7��������� ����������

5�� �� �������� ��� ���������� �������� ���*��� �*� ��������� x ∈ �d ��� y ∈ �
���� ����# ����� x# ��� ����� �� y �� �������� �� � ������ �� � ������ �+����%
���� ��������� �$ ��� ����������� ������������ P (y|x)	 (������# ��� ��� �����
�� ��� �������� x �� �������$ �+������� ��������� �� � ������������ P (x)	 -��%
���� P (y|x) ��� P (x) ��� )��*� ��� ���$ �+���� ��� ��� &+��	 ���� ��� C����
������������ P (x, y) = P (y|x)P (x) �+���� ��� �� &+��# ���� �� ��)��*�	

>��������� ��� ���������� ���������$ ���*��� ��� ��������� x ��� y �� ���
����� �� � ��� �� ����������� ��� ����������$ ����������� �+������ Z = {xj , yj}Nj=1

����� �� �������� ��� ����������� ������������ P (y|x) *���� �� �$������$ � ���%
��������$ ���� ���)	 .� ���$ ������������ *� �� ��� ���� � �������� �����������
�� ��� ���������� ���������$ ��� ��� ����������� �+��������� �� ��6������

E[y|x] = r(x) =

∫
y dP (y|x).

��� L�������������M �������� r ���� ���������� �� ���� ����� �� x ��� �+������
����� �� y ����������� �� x �� ������ ��� ��
������	 ��������	 ����������$# ���

������	��� ����5 �� �
������� �� �� ������� ����	������ �� ��� �� ����	��� ��� �����������

�������� ��
U�� ������ �� �� 
������� �� � ������� ���	������ >�� ��� �"����� �� ����=>���

������������5

������ ������ ���� �	������� ��� �� �����
���
� �� >���5 ��� 	� ���;� ��� ��������� �� ��
���� �� >�� ���� ���� �� ������ ��� �� �� ������:�
 ���� ��� �����5 ��
���� 
�������� ��
�� � �����? �����=��������� ��� 	�	���" �	� ���� 
������� ������ ��� �����=���������5 ��
������ �"������" ���
 �� �	���� � ���������� ��� ��� ���� �� �����K �� �� ���� ��
� ��
������ ����� � 
������ 	�
������
 ��
 	�������
 >�� ��	�
 �� �������" ����� �� �� �������5
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������� �� ���������� ��� ���������� �������� �� ��� ����� �� � ��� �� �+������ ��
)��*� �� ��
������	 ���������		

.� ��� �� ���*� ���� ��� ������� �� ���������� ���������� ��� �� ������ �$
� �������� �������� ���� �� ���� �� ��������� ��� ��������� �� {g(x, α) : α ∈ Λ}
��� ���� ������'�� � ���) ���������� *���� ��� ���� �������� �� ��&��� ��

L
(
y, g(x, α)

)
=
(
y − g(x, α)

)2
, L�	;M

���� �� �� ��� ��������� �����	 .����� ��� ������� �� ��� ���) ����������

R(α) =

∫
(y − g(x, α)

)2
dP (x, y) L�	8�M

�� �������� �� ��� ���������� ��������# ���� ��# ��� ��� ᾱ ��� *���� g(x, ᾱ) = r(x)#
�� ��� ���������� �������� ������� �� ��� ��� {g(x, α) : α ∈ Λ}	 ,� ��� ����� ����#
�� ��� ���������� �������� ���� ��� ������ �� ��� �������������� ���# ��� ᾱ ���
*���� ��� ���) �� ������'�� �� ���� ���� ����� ��� ��������� �� ��� ���# g(x, ᾱ) ��
��� ������� �� r(x) �� ��� L2 ���������√∫

(r(x)− g(x, ᾱ)
)2

dP (x, y) ≤

√∫
(r(x)− g(x, α)

)2
dP (x, y) ∀α ∈ Λ.

	�	�# ��� ������ ����� � ��� ��������� ����

�� *� ���� ���*� �� ������� �	�	0# ��� �������� �� ���� ������� �����������
��� ���������� ���������� ��� �� ������� �� ��� ������� �� ������'��� ��� ���)
����������

R(α) =

∫
L
(
y, g(x, α)

)
dP (x, y), L�	80M

���� ��
�� �� ����� �� ���������� ��� 	� �����
�� �� �����>��� 
������������ �� �� ����
�	������ 
����
 �� +G	����� 358?

(
y − g(x, α)

)2 =
(
y − r(x) + r(x) − g(x, α)

)2
=
(
y − r(x)

)2 +
(
r(x) − g(x, α)

)2 + 2
(
y − r(x)

)(
r(x) − g(x, α)

)
.

&35--'

�� ���; �	�������� �� ��������

R(α) =
∫ (

y − r(x)
)2 dP (x, y) +

∫ (
r(x) − g(x, α)

)2 dP (x), &35-3'

����� �� �������� >�� ������� �� y �� �� ���
 ���� �� +G	����� 35-- �� �	��5
�� ���� ���� �� +G	����� 35-3 
��� ��� 
����
 �� α� �������� �� �����	� �� R(α) ��

�������
 �� �� ���� ᾱ �� >�� �� �����	� �� �� �����
 ���� �� +G	����� 35-3 �� �������
5
�� �����>� ��� �� �����	� �� �� ���; �� �������
 �� �� ���������� �	������ �� ���� � ����
�� ᾱ ∈ Λ �	� ��� g(x, ᾱ) = r(x)N�� >��
�� �� �� ���������� �	������ ������� �� �� ��� ��
�	������� ����������
 �" �� �������� ������5 L� �� ���� ��
� �� �� ���������� �	������

��� ��� ������ �� �� ��� �� �	������ ���>��
 �" Λ� �� �����	� �� �� ���; �� �������
 ��
ᾱ ∈ Λ ��� >�� g(x, ᾱ) �� �� ������� �������� �� �� ���������� �� �� L2 ������5
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1

x

P (x)

P̂ (x)

�������� ������

(����� �	 � .� ���� ���������� �+�����# ��� ������ ������������ P (x) �� �����+�%
����� �$ ��� ��������� ������������ P̂ (x) ����� �� ��� ������ {x1, x2, . . . , xN}#
����������� �$ ��� ����) ���� �� ��� ����'����� �+��	

�� ��� ���� *���� ��� C���� ������������ P (x, y) �� &+�� ��� ��)��*� ��� � ��������
���

Z = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN)},

�������� �� N ������������ �� ���������	 ����� P (x, y) �� ��)��*�# �� ����$�����
�������� �� ���� ������� �� ��� ��������� *� ��� ��� ���� �� &�� �������$ ��� ����%
���� g(x, ᾱ) ��� *���� R(α) �� ������'��	 .� �� ��������� ��������$ �� ����������$
�����+����� ��� ������� �������� �� ��� ����� �� ��� ��������� �������� ���	 �
������ ��������# �������$ ��� ���� ���������# �� ����� �� ��� �� ������ ���	���� ��
��3���� �	����� L��������# 8;;8M *����# �� ���� �����+�# ���������� �� �����+%
����� ��� ��)��*� ������������ P (x, y) *��� ��� ��������� ����������� ��������
���� Z# ���� ��# ��� �����%*��� P̂ (x, y)X��� (����� �	 ��� � ������ �+�����	�� ��
� �����������# *� ��� �����+����� ��� ���) ��&��� �� >������� �	80 *��� ��� ��
������ �������� ����

Remp(α) =

∫
L
(
y, g(x, α)

)
dP̂ (x, y) =

1

N

N∑
j=1

L
(
yj , g(xj, α)

)
, L�	8 M

�������� �� ��� ����� �� ��� �������� ��� Z	
��� ����� ��������� ��������� ��&��� ��� �	������	 ���	���� ���� �� ���

���������� �� )��*� �� ��� �������� ���� ��	��������	��	 ��� �������� �������

�������
��� �� �� *�����;�=(������� ������� >�� �� �	���� �� ������������ ���
� ��
������"� �� ��������� 
������	���� ��������� �� ����������"� �� �� 	������ ������� �� �� ���	��

������	����5 !�� W����; &-880' ��� � ����� �� �� ������� ��� ��������:������ ��
 � ����	�

���	����� �� ��� ������������ ��� >�� �������� �� ������ 
���������� �� �� ������ ��������
����"5

��������� >�� �� ��������� ���" ��������	�
�� � ���� �
�����
 ���������� �� �	���	����

���" ��������	�
�� �� 
���	���
 �� W����; &-880'5 ��� ��> ��������� ����� ���� �� ����"���
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�� ������'��� ��� ���) R(α) �� ������� �� ��� ������'����� �� Remp(α)	 ����# ��
����� �� ��������� ��� �������� �� ��� ����������# ��� �������� ������� ������
���� ����� ��� �������� g(x, ᾱ) ���� ������'�� R(α)# ���� ��� �������� g(x, αN)
���� ������'�� ��� ��������� ���) Remp(α) ����������� �� ��� ����� �� ��� N
�+������ ��������� �� Z	 (������$�

αN = arg min
α∈Λ

Remp(α).

.� �� *���� �������� ���� ���� �� ��� ���� �� � ���������� ���������� ������� *����
��� ���� �������� �� ��&��� �� �� >������� �	;# ��� ��������� ���) ���

Remp(α) =
1

N

N∑
j=1

(
yj − f(xj, α)

)2
,

��� ��������� ��� �������� ���� ��	��������	 ������� �� ��� ��������� �����%
������� ������	 ,� ��� ����� ����# �� ��� ���� �� ������� ����������� *��� ���
���� �������� �� ��&��� �� �� >������� �	9# �� �� ���$ �� ������� ���� ��� ��������
���� ��	��������	 �� ���������� �� ��� ������'����� �� ��� ������ �� ������&������
����� �� ��� �������� ���# *���� �� ��� ���� ��������� *�$ �� �������� � ����� ��
������� ����������� L��� �� �+# ���8M	

	�	�' ��� �����% � &������� �����

H� ��$ ���� � ������� LM �� ���� �� 
�	������ ��# �� ��� ����� �� � ��������
��� Z = {xj , yj}Nj=1 ���������� �+������ �� ��� ��������� y1, . . . , yN ����� �$ �
���������� Σ �� ��� ����� ������ x1, . . . , xN # �� �� ���� �� ������� ��� ��������� ��
Σ ���� ��� *��� �������� ��* ������ �� ��� ����� �������� ���� ��� ��� ���������
�� Z	

.� ��� �������� ������� *��� ���� �� ������'� ��� ���) ���������� R(α) ���
����� ��� ��� ������'��� �������� g(x, ᾱ)# ��������'����� *���� �� ����������
�$ ��&������	 S��# ����� P (x, y) ��)��*�# ��� ������� LM ��� �� �� �������
*��� ���� �����+�������	 �� *� ���� ���� �� ������� �	�	 # ��� �������� ����
��	��������	 ��������� ���������� ���� LM ������ ����� g(x, αN)# �� �����+�����
g(x, ᾱ)# ���� ��# ��� �������� ���� ������'�� ��� ��������� ���) ��&��� �� ��� �����
�� Z	

��� �������� g(x, αN) ��C�$� �$ ��&������ ��� �������$ �� ����� ��� ���� ���
�� ��� ��� {g(x, α) : α ∈ Λ} �� ����������� ��� ��������� �� ��� ���������� *���
*� �������� �� ��� �������� ��� Z	 -����������# �� ��������� �� ��������� ��� *���
�������� ����� ������ ���� ��� ��� �������� �� Z	
�� �� ����������� �� �� ������5
�� �� �� � �	��������� >� �;��� �� ����"��� �� �� ����������� �� �� ��������� ���" ����(

����	�
� ����	�� �� ������ �� �� �����
	����� �� �������� ��� >��� �� 	���	� �� �� ��	��� �� ��
������ �����" �� (����� 25 L� �� �������"� >� 
� ��� ����� �� �� 
������ �� �� �	���	����

���" ��������	�
� ��������� ����	�� ��� >�	�
 �� ��"��
 �� ����� �� �	� >��;5 C� ����� ��
���
�� �� W����; &-880'5
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.� ���� ��������� *� ������� ���� �����������$ �������� �� ��� �� ������ 
�	����
������	 ������ L@����)# 8;;9M *���� ���� �� ��������$ �� ��&�� � ��� �� ����������
����� *���� �� �� ���������� ���� g(x, αN) �� � ���� �����+������� �� g(x, ᾱ) ���
��������� ���� � �������� ������� *���� �����*� ��� �������� ���� ��	��������	
��������� �� ���� �� ��������'� �������$ �� ��* ����	

(������$# ��� �������� ���� ��	��������	 ��������� �� ���� �� �� ��	�����	� ���
� ��� �� ��������� Q(z, α) = L

(
y, g(x, α)

)
*��� α ∈ Λ# ��� ��� ��� C���� ������$

P (z) = P (x, y)# �� ��� �����*��� �*� ��������� �������� �� ����������$ �� ��� ����
������

R(αN )
prob−−−→

N→∞
inf
α∈Λ

R(α),

Remp(αN)
prob−−−→

N→∞
inf
α∈Λ

R(α),

*���� αN ������� ��� ������� ����� �� α �������� �$ ������'��� ��� ������%
��� ���) �� ��� ����� �� � �������� ��� Z �������� �� N �+������# ��� *����
infα∈Λ R(α) �� ��� �	���� �� ��� ���) ��� α ∈ Λ	 .� *����# ��� ��������� �� ���%
������� �� ��� �������� ���� �� ���������� ��'�# ��� �������� �� ��������� Q(z, αN )#
*��� N = 1, 2, . . . # ��� ���� ���� ���� ��� ���) ��� ��� ��������� ���) �������� ��
����������$ �� ��� ������� �������� ����� �� ��� ���)	

��� ��� ������� �� �������� �����$# ��� �� @����) [ 1��������)�� L8;;8M#
��� �� ������ �� �����*�� 5�� {Q(z, α) : α ∈ Λ} �� � ��� �� ��������� ���� ����
A ≤ R(α) ≤ B ��� ��� α ∈ Λ	 .� ����� ��� ��� �������� ���� ��	��������	 �� ��
����������# �� �� ��������$ ��� ��6����� ���� Remp(α) ��������$ �������� �� ���
������ ����� R(α) �� ��� *���� ��� {Q(z, α) : α ∈ Λ}# �� ��� �����*��� ������

lim
N→∞

Prob

{
sup
α∈Λ

(
R(α)− Remp(α)

)
> ε

}
= 0, ∀ε > 0. L�	8"M

��������� �� ���� �������# ��� �������� ���� ��	��������	 �� ���������� �� ���
���$ �� Remp(α) �	������ ��������� �� R(α)	

.� �� *���� �������� ���� ��� )�$ ������� �� � ���������� �	������ �� ������ ����
��� ����������$ ��� �������� ���� ��	��������	 ������� �� ��� ����� ��������#
�� ��� ����� ��&��� �� >������� �	8"# ����� ����� �� ��� ��� {Q(z, α) : α ∈ Λ}	

/���� ��� ������� ������ �$ ��� )�$ ������� ���# �� ����������# ����� ���
��������� �� >������� �	8"# ��� ���������� �� ��&���� ������ �� ��� ��3������
R(α)−Remp(α) ������� ��������	 .� ����� ������# � ����������� ���� �� ���$��
�$ ��� ������� �� .������	���	 �� � �������� ������� L@����) [ 1��������)��#
8;78M *���� �� � ������ h# ��������� ��� ������+��$ �� ��� ������� ������	 ���
��������� ����������� ������� ���������� ��� @1%��������� �� ���� �� h �� &����#
��� ������� �����������X�� ��� ����� ����� �� >������� �	8"X�� Remp(α) ��
R(α) �� ���������� ��� ��������� ��� �������� ���� ��	��������	 �� ����������	
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#
�
�

(����� �	"� H��� ��� @1%��������� ���*�# ��� ��������� ���) ��������� ��� ���
���&����� �������� ���������	 ��� ������� ������ �� ���� ��� ����� �� ��� ������
���)# *���� �� ��� ����������� �� ��� �*� ������������� ��������� ��������$ ���
���� ��������� �����	


������� �� ��� ���%��$������� ����# ���� ��# *��� ��� ��'� N �� ��� ��������
��� Z �� &����# �� ��� �� ���*� ���� ��� � ��� Q = {Q(z, α) : α ∈ Λ} �� ���������
��� *���� 0 ≤ Q(z, α) ≤ B# ��� �����*��� ���������$ ����� *��� ����������$ 1− η�

R(αN) ≤ Remp(αN) +
Bε
2

(
1 +

√
1 +

4Remp(αN )

Bε

)
, L�	8:M

*����# �� ��� ����������$ �� ��� ��� �� ��������� �� &����# ���� ��# �� |Q| <∞#

ε = 2
ln |Q| − ln η

N
, L�	87M

��� ��������� ε �� ��� � �������� �� ��� @1%��������� h	 ,� ��� ����� ����# ��
��� ����������$ �� Q �� ��&����# ��� ��� @1%��������� �� ��� �������� ������� ��
h# �� ��������

ε = 4
h(ln 2N/h + 1)− ln η/4

N
. L�	89M

,� ��� ����� �� ����� ������� *� ��� ����� ���� ��� �������� ���� ��	��������	
�� � ����� �	������	 ��������� *��� ��� ��'� N �� ��� �������� ��� �� �����# ��$
N > 20h	 .� ���� ����# ε �� �����# ��� ������ ������� �� ��� ����� ���� ����
�� >������� �	8: �� ���� ����� �� *���# ��� ��� ������ ����� �� ��� ���) �� �� ��
�+������ �� �� ����� �� ��� ��������� ���)	 ,� ��� ����� ����# �� ��� ����� N/h
�� �����# � ��* ����� �� Remp(αN) ���� ��� ��������� ���� ���� ��� ������ ���)
���������� R(αN) �� �����	 .� ���� ���� ��� ������ ������� �� ��� ����� ����
���� �� >������� �	8: ������ �� ��������� ��� ��� �� ���������� �� � ��	���	��
�	����� �� ��� �������� �� ��� ������ ���) �������� �$ ��� ��������� �����������	
(����� �	" �3��� � ��������� �������������� �� ��� �������� ����� ��� ����� ��
>������� �	8: ��� � &+�� ����� �� N ��� ���$��� h	
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��� ���:������	� #������

������� ����$��� ���� ������* ��������� ��� ��� ����� �� ��� ������� �� @1%
��������� ��� ���� ����*� � ������ ������� ���� ���$ ������� �� ���������� �����%
��� �� )��*� �� ��� ���������� ����� ��� ���� �� ����?�����	�� ������������	 L/�%
��� �� �+# 8;;�M	 ��� ���� �� ���� ����$��� �������� �� ���*��� ���� ��� ����������
����� $������ �$ � �������� g(x, α) ��� �� ���������� ���� �*� ����������� ���
���� ��� ��� �����	��	 H� �)���� �� ��� �����*��� ��� ����$��� �� �������� ��
/���� �� �+ L8;;�M	

.� ����� �� ��)� �+������ ��� ���������$ �� ��� �������� ��� Z �� ��� ��������
��������# *� ����� ���� ��� �������� g(x, αZ) �� ����� �� ��� ���������$ �������
g(x, αN)	 5�� �� �������� &��� � �����&� �������� ��� Z ′	 � ������� �� ��� ������$
�� ��� ���������� ��� � ����� ����� x′ $������ �$ g(x′, αZ′)# *���� αZ′ ��� ����
�������� �� ��� ����� �� ��� ����� �������� ��� Z ′# �� ����� �$ ��� �+������ �����
�� ��� ������ �� ��� ������

E
[(

y − g(x, αZ)
)2
∣∣∣x = x′,Z = Z ′

]
,

*���� ��� �+��������� �� ��)�� *��� ������� �� ��� �������� ������������ P (y|x)#
��� � ����� ����� x = x′	 ���� �������$ ��� �� �����������
 ���

E
[(

y − g(x, αZ)
)2
∣∣∣x = x′,Z = Z ′

]
=

= E
[(

y − E[y|x]
)2
∣∣∣x = x′,Z = Z ′

]
+
(
g(x′, αZ′)− E[y|x′]

)2
.

.� ��� �� ������� ���� ��� &��� ������� �� ��� ����� ���� ���� ���� ��� ������
������� �� ��� �������� ��� Z# ��� �� ��$ ������ ���� ����� �� �������$ ��������
�$ ��� �������� �������� .�����# �� �� �����$ ��� �������� �� ��� ������ y �����
��� ����� x	 �� ��� �� �� ���������� �� ��� ���������� �������� �$ ��� ��������
������� �� ���������# *� ��� ��������� �������� ��� ��������� �� ��� ������ ���%
����# ���� ��# �� ��� ������ �� ��� ��3������ ���*��� ��� ���������� g(x′, αZ′)
��� ��� ���������� �������� r(x′) = E[y|x′]�(

g(x′, αZ′)−E[y|x′]
)2

. L�	8;M

5�� �� �������� ��* ��� �������� �������� ����	 � ������� �� ��� ������$ �� ���
���������� $������ �$ ��� �������� ������� �� ����� �$ ��� �+������ �����# *���
������� �� ��� �������� �������� ����# �� ��� �������$ ����� �� >������� �	8;�

EZ

[(
g(x′, αZ)−E[y|x′]

)2
]
, L�	��M

*���� ��� ��������� Z �� EZ �� ����� �� ������ ���� ��� �+��������� �� ��)�� *���
������� �� ��� �������� �������� ����	

�	!�� %��� /9 ��
� �� ������	���� +G	����� 35--5
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.� ����� ������ ���� ��� � �����&� �������� ��� Z ′# ��� �������� ��������
g(x, αZ′) �������� ���� ����������� �� E[y|x]# *���� ��� ������� �������� ��� Z ′′#
��� ���������� �������� �$ g(x, αZ′′) �� �����������$ ����	 (������$# ���� �������
��� �� �+������� �$ ����������� ��� �+��������� ����� �� >������� �	�� ���

EZ

[(
g(x′, αZ)− E[y|x′]

)2
]

=

=
(
EZ [g(x′, αZ)]−E[y|x′]

)2
+ EZ

[(
g(x′, αZ)− EZ [g(x′, αZ)]

)2
]
, L�	�8M

*���� ��� �*� ����� �� ��� ����� ���� ���� ��� ��� ������ �� ��� ���� ��� ���
�����	��# �����������$	�� ��� ���� �������� ��� ��3������ ���*��� ��� �3������
���������� ��� ��� ���������� ��������	

>��� �� ��� ���� ��������� �� �����# ���� ��# �� �	 �����
� ��� ����������� ���
����# ��� �������� ������� ����� �� �3����� �$ � ����� �����	��� ��� ��������
������� ����� ��# �� ����� *����# �+������$ ��������� �� ��� ��������������� ��
��� �����&� ��� �� �+������ ���� ��� ��������	

/���� ���) �� ��� ������� ������� �� ������� ��������# ��� ���������� ����
��� �� ���*� ���� ��� ����?�����	�� ����$��� �� ���� ��� ������ �� ��� ���������
�� ��� ��� G = {g(x, α) : α ∈ Λ} �� �� ������� �$ ��� �������� �������# ��*�$�
�������� � �����%�3	

,� ��� ��� ����# ��� ������ �� ��� �����3��� �� ��� ��� G# ��� ������ �� ���
U�+������$ ��� ���������$# ��� ��� ������ �� ��� ������ ���� �� ����� ��� �� ���
�������� �� G �� ���� �� ������$ ��������� ��� �������� �� ��� ����������	 .� ����
����# ��� ���� ��������� �� �����	 -����������# ����� ��� �������� ��� �� &���� ���
�$������$ ���������$ �����# �� ����� �� ��6���� �� �������$ ��� ������� ������� �� G�
��� �������� ������� ����� �� �+������$ ��������� �� ��� ���������� �����'����� ��
��� �������� ��� ��� ��� ���������� ����� ��������� �� �3����� �$ � ����� �����	��	

,� ��� ����� ����# �� ��� �������� ������� ���������� � ������ ��� ����
���������� ��� �� ��������� G = {g(x, α) : α ∈ Λ}# ��$ ��������� �� � ������

���� ���	���?

EZ
[(

g(x′, αZ)− E[y|x′]
)2] =

= EZ
[((

g(x′, αZ)− EZ [g(x′, αZ)]
)

+
(
EZ [g(x′, αZ)]− E[y|x′]

))2]
= EZ

[(
g(x′, αZ)− EZ [g(x′, αZ)]

)2]+ EZ
[(

EZ [g(x′, αZ)]− E[y|x′]
)2]+

+ 2 EZ
[(

g(x′, αZ)− EZ [g(x′, αZ)]
)(

EZ [g(x′, αZ)]− E[y|x′]
)]

= EZ
[(

g(x′, αZ)− EZ [g(x′, αZ)]
)2]+

(
EZ [g(x′, αZ)]− E[y|x′]

)2+
+ 2 EZ

[
g(x′, αZ)− EZ [g(x′, αZ)]

](
EZ [g(x′, αZ)]− E[y|x′]

)
=
(
EZ [g(x′, αZ)]− E[y|x′]

)2 + EZ
[(

g(x′, αZ)− EZ [g(x′, αZ)]
)2]

.

�� �>� �	����
� �� �� ���� ���� ��� �� �G	��� �� �� ���� ��
 �� ��������� �����������"5
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(����� �	:� H��� ��� ������+��$ �� ��� �������� ������� ���*�# ��� ���� ��%
������� ��� ��� �����	�� ���������	 ��� ������� ������ �� ���� ��� �+��������� ��
��� ������ �� ��� ���������� �����# *���� �� ��� ����������� �� ��� �*� ��������%
�����# ��������� ��������$ ��� ���� ��������� �����	

���������� �����$ ��������� �$ � ����� ������ �� ����������# ��� ���) �� ����
���� ���� �� ��� ��������� �� G �������$ ���������� ��� �������� �� ��� ����������	
.� ���� ����# ��� ���� *��� �� ����	 S��# ��� �����	�� *��� �� ����� ����� ��� �����
�� ��� ��* ���������� ���*���� ��� �����$ �� ��������� ��� �� ������&�� *��� ��*
����������$ �� ��� ����� �� ��$ �������� �������� ����	

(�� � ������� ������ �� ��������� �������� �+������# *��� ��� ������+��$ ��
��� ��� G ���������# ��� ���� ��������� �$������$ ��������� *���� ��� �����	��
��������� ���������	 ��� ������� ������# ����������$ ���*� �� (����� �	:# �� ����
��� �+������ ����� �� ��� ������� ����� ��������$ ��������� *��� ��� ������+��$ ��
��� �������� �������# ��� ���� ��������� �����	 ,� ��� ����� �� ��� ����?�����	��
�	�����# *� ������� ��������� � ������ ���� �� ������������$ ������� �� ��� ���
������� ������� ��� ����$��� ����� �� ��� ������� �� @1%���������	

	�	�� .��������� �������& �� ��������

H� ������ �+���� �� �����$ ���� ���� �� ��� ������+��$ �� ��� ���������� �����%
��� ��������	 .� ���������� *� �� ��� ����� ���� ��� ������� �� ��� ������� ��������
���������� ��� *� ����� ��� ���������� �� ��� ������� �������� ���� ������ �� ���
���������� �������� �������� �������������$ �� ��� �����&� �������� �������	�� H�

��$�� �� ��;� �� ���������� �� �	�������� �	�
 ���	������� �� ���� �� �� ��	�" �������
�������� >��� �� �����>��� �	�������� ��	�
�	�� ��� ��	����	�� ������������� ������
���� �������" �� �� ��������� ����
 �� >�� W����; ����� �� ��������� �� ��������� ���"

��������	�
�N��� !������ 3535/ ��
 %��� /85
������� �� ������� ����� ��" ���	�" �� �����������" �	�������
 ��������� �� ���� �������"

�������
 ��������� ��� �����
��� �� �� ������������� �����
	��
 �" W����; &-880' �����>
�� ��������� �� �	���	���� ���" ��������	�
�� ��� ���� �������� �� �� ����� � �� ��� �����5 $��
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&�' *������� ����������=
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�	� ������� ��� �	���

��
 �� ���	�� �� ������=
����" �����
 ���	� � ���=
���
�� �	������5

(����� �	7� (���%���*��� ������ ���*��)� ��� �	������ �����3������� L1$���)�#
8;9;R =����) �� �+# 8;9;R =����%-������# 8;9;M# ���� ��# �������� ���$ ��� ����*��
*��� � ��6����� ������ �� ������ �� ��� ������ ��$�� ��� ��� ���������� ωij

��� ωj ��� �������$ �����# ���$ ��� ���� �� �����+����� ����������$ *��� ��$
���������� ��������	

���� ���$ �� ��������� ���� � ����� ����%����� ��+����$ �� �������� ����������#
��� �� ������� ���� ���������� ���� ��� ��������� �� ��� �����*��� �� ��� ������	

5������� ���������� ��� �� ������&�� ��������� �� � ������$ �� ��������	 2�����
��� ������&������ ����� �� ��� ��������$ ��������?��������� ���� ��	��������	#
������$ ��������� �� ������� �	�	 # ����� ���������� �������� �+��� �� ��� ����������	
,�� �� ���� �� ����� �� ��� 
���?��� ��������$�

,� ��� ��� ����# ������ ���������� ��$ �� ��������� ��� �������� �� ���
���������� ����� � ������ ���������� �����+������ ���� ������ ��� *���� �����
�����	 �� �� �+�����# ��� �������� ������� ����� ��$ �� ��������� ��� ��������
�� ��� ���������� ����� � ���$������# ��$ � &��� ������ ���$������	 .� ���� ����#
����� �� ����� x ∈ �d# ��� �������� ������� *���� ��$ �� ������� ��� ��������
y �� ��� ���������� *��� �� ŷ *���� �� � ������ ����������� �� ��� ���������
�� xX������$ � �������� ���� �� �������� �� ����� �� ������� ��� �� �3���	 .�
����� *����# ��� �������� ������� ��������� ��� ���������� �� � �$�������� ��
��� �������� d + 1%����������� �����A������ �����	 � ��������� �+����� �� �
������ �������� *���� �� *����$ ������� �� ��������� ������������# �� �����������
�$ ������������ �����	 �������� L2�����# 8;;"MX��� (����� �	7	

,� ��� ����� ����# ����� ���������� ������ ��� �������� ������� ���� � ��� ��
������������ ��� �������� ������� �������� �� � ��� �� ����� ������# ���� �������%
�'�� �� � ��3����� ���� �� ��� ����� ������	 H��� �� ����� x �� �����# ��� ������

� ������������ ��
 � 
���	����� �� �	� ���������� >� ����� �� ���������
 ���
�� �� W����;
&-880' ��
 �� ������	��� �� (���������� 6 !�>�=��"��� &3444'5
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ŷ �� �������� �$ ������������$ ��������� ��� ������� �� ��� ����� ������ *����
������ �������� ��� ����� x	 � ������$ �� ����� ������� ���� ���� �������� ��
��� ����������	 ����� ���� ��� ����������� ���������� ���� �� �	����������� ���
���������� ����� L2������ �� �+# 8;9 M# �	��������� ���������� ��	���� L(�������#
8;;8M# � ! LW������# 8;;0�M# �����������	 �"���� �� �"����� LE����� [ E�����#
8;; M# �����	 ����� ��������� L��*���# 8;97M# ��������� 	����� ���	� L2������� [
@���# 8;97R �)�������� �� �+# 8;;�M# ��� ��� ����������
 �������� L��)��� [
������# 8;9"R E���# 8;;0M	 ,���� ����� ���������� ������ �� ��� ���������� ���
����%������ ���������� ���������� ���� �� ��� ��������������� ���	� L��������$#
8;99M ��� �������	� �� L����# 8;;�M# ��� ������ ����� �� ��	���� LF����# 8;;0M	

�������# �� �� *���� �������� ���� ���� ���� ����� �� ���� ������	��� L������
[ �������# 8;;�M ������� �� ��� &��� �� ��������� ������� ����� ���� �� ���
��������� *���� �� ������ ��� ����� �������� �� ���������� ��������	 E������� [
(��� L8;;0M ��&��� ��� ������� ����� �� ������ ������ 	���	 ���	 �������� *����
���������# ����� ������� ����������# ���� �� ��� �������������� ����� ����������	

� ������� ������&������ *���� �� �� �������� �� ���� ������ �� ��� ��� ����� �� ���
��
��?��� ��������$�

,� ��� ��� ����# ��
�� ���������� ��� ��� �������� ��� Z# �� ���� �� �� ��%
����� ���������# �� ����� �� �+����� � ������� �������������� �� ��� ����������
�� ����	 ��� ���� ��� ���� ��������� ��� ���$ ��� ������� �������������� �� ��%
������	 ��� ������ �� ���� ���� �� ������� ���������� �����������	 ��� ����������
��������� �� ���# ���� ������ ��� �����# ��� ��
��	

,� ��� ����� ����# ��� ���������� L���# 8;;7M# *���� ��� �$������$ �����#
�� ��� ������� ��� ��$ �������� ������ H��� ��� ���� Z ������� ���������# ��
����������� �� ��������� ����� ���� �������$ ������� ��� ����# *���� ��� �����
��������� �� ����� �� � �����	 (�� ���� ������# *����� ������� ����������� ���� ��
��� ����&���� ������������ ��������$# ��� ���������� ��� ���� )��*� �� �������
����� �������	 ,��$ *��� � ���������� �� �+�������$ �������� ��� � ������� ����� x′

�� ��� �����# ��� ��� ������ ��������� ���� ��� �������� � �$������$ ���$ ������
Z ′ ⊂ Z �� �+������ *���� ��� ���������� �������� ��������� �� ���� ��������# ���
��� ���� �� ������� � ����������	 .� ���� �����# ��� �+�������� �� ��� ����������
���� Z ′ �� �������� .� ����������������# *���� �� ��� ������$����� ��� ��������#
*��� �� ����� x′ �� �����# ��� ������ Z ′ ��������� ���� ��� �������� �������� ��
���$ ��� �+�����# ��� ���� (x′′, y′′)# *����# �� ���� ������# x′′ �� ��� ������� �� x′

����� ��� ����� x ��������� �� ��� ��������	 ��� ����� y′′ �� ���� ����������$
�������� �� � ���������� �� ��� ������ �� x′	 .� ����� �����# ��� ����������
���� ��� ��������� ��� ���� ���� ������+� .� ��� ���� �� ��� �������� 	��

	������� L2�������� �� �+# 8;;;M# � �������� �������� ��������� ��������� �����
��������� ��� ���������� �� ��������� ��� ���� ����������	 ���� C����&�� ��� ����
#���������� ���	��� L1$���)�# 8;;:R ������� �� �+# 8;;:M *���� �� ���� *�����
��� �$���� ������&������ ��� ������� ��������$ �� ������� ��� �������	 ���

	������� �� ������� ��������� �� ����+ 2	
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���� ����������� �� #���

.� ���� ������� *� ����U$ ������� ��� ��3����� ������� ����� ���� ��� ������ �� ���� �
����%*���� ������� ���� ��� ������ �����*��) �� ���������� �������� ��������� ��
������� �	�	0 ��� ����������$ ����������� �� (����� �	0	 �������� ���� ��������
�� ����� ������ ��� ��# �� ����� ��������$ ��������'��# ���$ �$������$ ������� ���
������������ �� ��� ����� �������� �� ��� �������� �������	

%��������� ��# ��������� ��� &��� ���� �������� �� �� ����������� ��� ����%
$��� �� ��� ���������� �� ���� *��� ��� ���� �� �������� � ��� �� ����������
���������� ��� �� ���� � �������� ����������� �� ��� ���������� ������	 .� ���%
����# ������ ���� ����� ��� ��������� )��*����� �� ������� ��� ���� ��� ����* �
������� ��������� �� ��� ��� �� ��������� ���� ��� 	�������� �	� ��2���	� �� �����%
���� ���������$ ��� ����������	 ���� ����� �� �$������$ ������ ������ H� ��$ ��
������� ��� ������� �������� ������ �� ���������X� ����� ����� ������� �$ ���
���������� ���� �� ������������X���������� ��� ��������� �� ��� ���� �������%
���� �� �����*��� ������ �� ��� �������� �������	 ��� ������� ������ �������� �$
��� ����������� ��� ����$��� ����� �� � ��� �� ��� ���� *���� ��������� ��� &���
�������� ���� �� �������������� �� ��� ���������� �� ����	 -��*�����������
��� ������� ���������$# ���� ����� �� �����������$ �������� ����� �� ��� �����������
�� ��� ���������� *� ��������� ���� � ������ )��*����� ���� ��� �� �������$
����������	 ��� �������� ������ �� ��� ����� �� ��������� �� ��� ���� ���� � ���
�������� ��������� �� ��� ��������� �� �� �������� ��� ��������� ��� �+�������
�� ���� �������$ �������� ����# ��)�� ��� ���� ������������� �������� ���������
��*������	 ��� ���) �� � �������� ����� �� ������ �+������� ����� �� ��������#
*��� ������$ �� ���������� ������ �� ��� �������� �������# �� �� ���) �� ���
����������� ��� ����$��� �� ��� ���������� ��� �� �������� ��� �������� ��� ����
�����������	

2�����	������� ����� ���� ����� ��� ��* ���� ��� ������� ��� �������� ���
��� �������� �� ��� �������� �������	 ��� ������������� �� ���� �� ��� ��*�$�
��������$ ���� �� �� �� �$������$ �������������	 ������������� ���������� �����
������ �� ��� ��������������� �� ��� ����# �� ��� ������� �� ����# ��� �� ��� ���%
��&� �������� �������� ���� ��� *����� �� �����	 ��� ���������� ���� ��� ����
����� ��������� ������� �� �������� �������� ������ �� ��� ���� ���� ���� ���
����������� �� ����%������# �������# &������� ��� �����# ��� �������$ �����������
�������� L(�$$�� �� �+# 8;;:M	 >+�������� ��������� ���� � ���� ���� ����������%
��� ����*� ��� � ���� ����� ��� ������ �������� �� �������� ��������X��� ���
�������� 
������ L8;;"M	

������� �"���	����� ��� ���� �� ���� ����� �� �� �+����� ���� ��� ���%���������
���� � ������� ��� �� ���������� �� ��� ���������� �� ����	 H� *��� �� &��
��� ���� ���	����� �������������� �� ��� ����������� ��������� �� ��� ����
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���� �� ��������$ ��� �������� ��� �������� �������	 ���� ����� �� ��������$ ���
�������� ���	������ �� ���� L
��������$ [ ���)# 8;;�M �� ��� ����� �����# ���
�� ������ ��� �3���� �� ��� ���������� ���� �� )��*� �� ��� ���������� �� ���
����� �� ����	���	���� L2������# 8;:8M# ���� ��# ��� �+��������� �+������� �� ���
��'� �� ��� ������� *��� ��� ���*�� �� ��� ������ �� ��������� ����������	 ���
�$����� *�$� ���� ��� �����*�� �� ����� �� ������ ��� ������ �� ��������� �������
������� �������	# *���� �������� �� ��������� ��� ���� ���������� ����� ���������#
��� ���	���� �����	�	� �	����� L
$���# 8;; M *���� �������� �� �� �����������
������ ����������� �� ��� �������� ���������	

��� ������ �� ��� ������ *� C��� ��������� �� � ��� Z = {(xj , yj)}Nj=1 �� ��%
���A������ �����# �� ��������� �� ������� �	�	0# ���� ��� �� ��� �� ��� ��������
������� ��� ��� ��������	

2��������	 ��# ����	����� �#�����	�����

5�� �� �������� ��* ��� ��������� ������� �� &����� ��� �������� �� G = {g(x, α) :
α ∈ Λ} ���� ������'�� ��� �������� ���� Remp(α) =

∑N
j=1(yj − g(xj , α))2	 .� ���

����� G �� �����������$ ������# �� �� �$������$ �������� �� ������ �� �������$	 ���
�����*��� �*� �+������ *��� ����� �� ������$ ���� �����	

/����� ��#���

5�� �� �������� ��� ���� �� *����

g(x, α) = α0 +
d∑

l=1

αlx
l, L�	��M

*���� xl# *��� l = 1 . . . d# ��� ��� ��������� �� ��� ����� x ∈ �dR ���
αl# *��� l = 0 . . . d# ��� ��� ��������� �� ��� ���������� ������ α ∈
Λ = �

d+1	 .� ���� ����# �� ����$����� �������� �� ����������$ �����%
���� �� ������ ����	�� ��� ���� ����� ���� ��� ��� ������� �� ���������
���� ��� ������ �� ����� ��������� α ���� ��# ��� ��������# ��� �����

���� 
��������� �� ������	����" ������ �� ����� ��������5 ��� Y �� � ������ >��� j=�
��������� �� yj ��
 X � N×d + 1 ����� >��� j=� ��> �� 1, x1

j , x
2
j . . . , xd

j � ��� ��� �� ������
xj >�� � ���� �
 1 ��� ����	��� ��� �� �������� ���� �� +G	����� 35335 �� ���	���?

Remp(α) =
N∑

j=1

(
yj − α0 −

d∑
l=1

αlx
l
j

)2

=
(
Y −Xα

)T (
Y −Xα

)
.

�� ��
�� �� ������:� Remp(α)� �� �� ��������" ��
 �	M����� ��� ᾱ �� �� � :��� �� �� ���
����
∇Remp(α) = −2XT + 2XT Xα �� �� ��������� ���;5 !���� �� ���
���� �� Remp(α) �� ������

�� α� �� �����>� ����
�����" ���? ᾱ =
[
XT X

]−1
XT Y 5 �� >��
�� �� ��
�� �� ��
 �� �	������

��� ������:�� �� ��������� ���; �� �� �	M����� �� ��� ���� �� ����� � ������ �"���� �� �G	������
�� ��
�� d + 1� >��� d �� �� 
������������" �� �� ���	� �����5
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�� ��� ���$������� g(x, α) =
∑

l1l2...lk
αl1l2...lkx

l1xl2. . . xlk �� ������� ��%
���� k#�� �� ���� �� ������� ��� ������� �� ��������� ���� ��� �� ���%
�������� �� � ������ ����������� �� ������ g(x, α) =

∑L
l=0 αlΨl(x)#

*���� Ψl# *��� l = 0 . . . L ��� � ��� �� ����� ��	����	�	

3����� �������� ���� � �"�# ����� �� �������

5�� �� �������� � ������ ���*��) *���� ������ ��$�� �������� �3����
k �������	 (�� � ����� �������� ��� Z# �������� ��� ���*��) �������
�� � ������ �� ��� ����� �� ��� ����������

α = (ω11 . . . ω1k, ω21 . . . ω2k . . . ωd1 . . . ωdk, ω1 . . . ωk) ∈ �k(d+1),

*���� ��� ������� �� ωlm ��� ωl �� ��� ��� ����� �� (����� �	7	 .� ����
����# � ������%���� �������� �� ��� ������� �� ������'��� ��� ������%
��� ���) �� ��� ��������� �����# ����� ��� �����������$ �� ��� �������� ��
��� �������X��� (����� �	7L�MX��� �������� �� ��� ��������� ���) ��
��� ������ �� ��� ����������	 -�����������# �� ��������� ������ �����
�� �������� ������� ��� �� ��������� ������� ��� �� ������ �����
�����
����	 ��������� LB�������� �� �+# 8;9:# 8;;"M	 >��� �� ���� �
������ �� ��� ���������� �� &�� ��� ������ ������� �� Remp(α)# �� ��
�$������$ ���� �� &�� ���� ����� ������	

�� &��� �����# ����� �*� �+������ ������ ����������� /���� � �������� ��� ��� �
���������� �����$ �� ������X���$������� �� ��� &��� �+�����# ������ ���*��)�
�� ��� ������X*� ��� ���� �� &�� � ��� �� ���������� ���� ������'�� ��� ��%
������� ���)	 .� ��� &��� �� ��� �+������# ��� ������� ���������� ��� ���� �����
�� ������ ����	 
�������# ���� ���$������� LH��������P# 899"�#�M ��� ������
���*��)� L1$���)�# 8;9;R =����) �� �+# 8;9;M ��C�$ ��� �������$ �� ����� �	��
����� �����3�������� �������� ��� ������ ��� ���$�������# �� ��� ������ ��
������ ������ ��� ������ ���*��)�# �� ��6������$ ����# ����� ������ ��� ���� ��
�����+����� ����������$ *��� ��$ ���������� ��������	

4�����������$# �� � ������ ����$��� ��� ��������� �� ��� �� ���������� ��� ���
���������� �������� �������� �� ���� ���� ������+ ���� ����	 ��� �������$ ��
����� � �	������ �����3������� ��C�$�� �$ � ����� �� ������# �� �� �������� ����
���� � ����� ������ ���� � �����	
	 .� ������� ������ �� � ���� �����	�� �� ���
&���� ����� ����# �� ���������$ ���*�� �� (����� �	:# *����� ��� ��� ����������
�� ����� � ��������� �����+������# ���� ��# �� ������ �� ����������$ ��* ����	

������������� ���� ���� ���������� ���������	
 � .� ��� ����� G �� ��� ���� �	�
�3�������� ��� &���� ����� *��� *���������$ �����* ��� 	����# ���� ��# ��� ����%
������ ������������� �� ��� ����� �������� ���# ������ ���� �+�������� ��� ���������
������ �� ��� ������$��� ���������� ��������	

��E��� �� ��
� �� l1l2 . . . lk ����� ���>��� 0 ��
 d� αl1l2...lk = αm1m2...mk
�� m1m2 . . .mk

�� � ����	������ �� l1l2 . . . lk� ��
 >� �
��� �� ���������� ��� x0 = 1� �� ��� �� ���	�����
g(x, α) �� � ��� ��������	� ���"������ �� 
����� k5
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G1 G2 G3 G4

(����� �	9� ��� ����� �� ��������� �� ������'�� �� � ��������� �� ������ ����������	

.� ����� �� ������ ���� �������# ��� ���������� �������� �������� ���������� �
������� ��������� �������� �� � ���������	 �#�����	����� ��� �� � ����	(
����� �#�����	������ ��� ������� ����� �� �������� G = {g(x, α) : α ∈ Λ} ��
���������� ���� � ������ �������� �� ���������� G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ GK # *����
Gk = {g(x, α) : α ∈ Λk}X��� (����� �	9 ��� � ��������� �������������� �� ���
�������	 ��� ���������� ��� ���� ���� ���� �� ���� �� ����� ����������� /����
���) �� ��� �*� �+������ ��������� �����# Gk ����� �� ��� ����� �� ��� ���$%
������� �� ������ k �� ��� ����� �� ��� ������ ���*��)� *���� ������ ��$�� ��
�������� �� k �������	 ��� ���������	 �#�����	����� �������� �� &�����#
*����� ���� �� ��� ���������� Gk# ��� ����� αk

N �� ��� ���������� ���� ������'��
��� ��������� ���)	 ,� ��� ����� ����# ��� ����	����� �#�����	����� �������� ��
��������� ��� ���� ����� ��� ��������� g(x, α1

N), g(x, α2
N), . . . , g(x, αK

N )# *���� ��%
�������$ ������� �� ��������� ��� ���� �� ��� ���������� G1,G2, . . . ,GK 	 H���� ���
���������� ������&������ ������ �� ��� ��������� ���) ������'����� ���������# ���
���������� ������&������ ��� �� �� ����� �� ���� ����� ��������� �� ���������	 .�%
����# ����� ��� ��������� g(x, α1

N), g(x, α2
N), . . . , g(x, αK

N ) ������ �� ���������� ��
���������� ������+��$# ��� ��������� ������ �� ��� ��������� ���) �� �� �����+���%
���� ���� ��� ���� �$ ������ �� ��� ������ ���)	 ,� ��� ����� �� .��������$ �	8:#
�� �� �� �� �+������ ���� ��� ��3������ R(αk

N)− Remp(α
k
N ) ��������� *��� k	 (��

���� ������# ��� ��������� �� ��� ���� ����� g(x, α1
N), g(x, α2

N), . . . , g(x, αK
N ) ��

��������� �� ��� ����� �� ��� ���� ������� ����� ����� ������ ������� ���� �
��� �� �+������# ������ ��������	 ��� �� ���� ���# ���� *��� ��� ���� ������ ���
���������� ������&������ �����	 ��� ���� ������� ����� �� � ����� ������� ��
������ �� �������� �������� �� ��� ������ ���)	

�� �������'�# ��� �*�%����� �������� ��������� �������� �� ��� �����*��� ������

8	 ����� ��� �������� ��� Z �� �+������ ���� �*� �������� � �������� ��� Ztr ���
� ���������� ��� ZtsR

�	 �&�� � ��������� �� ������ ���������� �� ������� G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ GK #
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k̄

(����� �	;� 
��� ������� ����� �� ��� �������� ��� ��� �� ��� ���� ���	 ��� �����
�� ��� �������� ��� ��������� ������������$ *��� ��� ������+��$ *���� ��� �����
�� ��� �������� ���# *���� �� �� �������� �������� �� ��� ������ ���)# ���������
��������$ ��� ���� ��������� �����	

*��� Gk = {g(x, α) : α ∈ Λk}R

0	 H����� ���� �������� Gk &�� ��� �������� g(x, αk
Ztr

) *���� ������'�� ���
��������� ���) ���������� �� ��� ����� �� ��� �������� ��� ZtrR

 	 @������� �� ��� ���� ��� Zts ���� �� ��� ��������� g(x, αk
Ztr

)# *��� k = 1 . . .K	

"	 ������ ����� ��� K ��������� g(x, αk
Ztr

)# *��� k = 1 . . .K# ��� ��������

g(x, αk̃
Ztr

) ���� ������� ��� ���� ������� �� ����������� �� ��� ����������
���	��

��� ���������� ���*��� � ���������� ������&������ ��� � ���������� ������&������
����� ������� �����������$ �3������ �� ��������	 .� ����������# ��� ���������� �� ���
&���� ������ ���$� � ����������� ���� �� �������� ����%&�����	 ��� �$����� �����
�� ��� ����� �� ��� �������� ��� ��� �� ��� ���� ��� *��� ���������� ������+��$
�� ���*� �� (����� �	;	 ��� ����� �� ��� �������� ��� ��������� ������������$
*��� ��� ������+��$ �� ��� ��������� ��� ������ �� ��� �����# ��� ��*�� �� ��� ����
��������� �� ��� ����� ��� ��� ��*�� ���� ��� ����� �� ��� ��������� ���)	 ,� ���
����� ����# ��� ����� �� ��� ���� ���# *���� �� �� �������� �������� �� ��� ������
���)# ��������� ��������$ ��� ���� ��������� ������ .� � &��� �����# ��� ����������

������ ������ ������ � ����5 L�� >�� �� ���G	����" ������
 �� �������� �� �����
 ��
��(

������	�
� &!����� -89/K ,����� -88.' ��
 �������� �� ��������� �� �������� ��� �� � ����� Z
���� L �	����� Z1,Z2, . . . ,ZL �� ����� ������" �� ���� ��:�5 �� �	��� ��� �� ���� �	������ ��"
Zl �� ��
=�	� ��
 �� ����� Z \ Zl ��� 	��
 ��� ���������� � ���������� �
�����������5 ���

g(x, α
l) �� �� ��
�� ����
 �� Z \ Zl ��
 MSEl = 1/|Zl|
∑

j∈Zl

(
yj − g(xj , α


l)
)2

�� ����

�+����� ���
� �� Zl 	��
 �� ����
����� ���5 �� ���� �����
	�� �� �������
 ���� ��� �� �	�����5
�� ������� ����������� ��
� �� ����� �" MSE = 1/L

∑L
l=1 MSEl5
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������+��$ �� ��� ���������� ����� �� ��������� �������� ��� �����������	 ������
� ������� ������� ����� ��� ��� ������+��$# ��� ����� ������ ����%&����� ��� ���
������� ����������� ������������	

	�	�� �����& ������� �� ����� ���������

.� ���� �������# *� ������� ��� ������� � ����� �� ����������# )��*� �� ����	
 ��%
��������# �������� *����� ��� ������� �������� ��������$ ��� ������� ��� �����
��������� ������� L
���� [ 
����# 8;; M	 ����� ���������� ��� �����������$ ���%
����� �� ���� ������ ������� ���$ ����� �� ������ �� ����������� ��� ���)���� ���
������� �� ������ ��������������	 .� ����������# 1������  ���������� ������#
�� ��������� *� ��������� *���� ������ �� �� ���� �� ������ �3�������$ ���
������ ������� ��� *����# �� ��� ���� ��������# ������� �� ��� ����� �� ����	

����������	

.� 
���� [ 
���� L8;; M $��%���� ���� �� �������� �� � ������ ��� ���������%
��� ����� ��������� �� ���������� ��������	�� .� ����������# 
���� [ 
���� ���
���������� �� ��������� ��� ��� �� ���� ���������� ���������� ��� � �����$ �����
������	 ��� ������� �� ����������� �� ���� ��� ���	 �$����� ����� ��������
������� ��� ������	����� ���������� ������ *���� �� �� �+����� ���� �� �����%
������������ *���� ��� ����%��� ���� ������� �� C��� ��� �+�����	 .� ����� *����#
�����%���%��� �������� �� ���������� ���� �+����� �� ��� ��������� ��� �� ��� �����
�� ��� ����� �+������R � ������� �� ��� �������$ �� ��� ����� ��������� �� ����
�� ���� ����� �$ ��� ������� �� ��� N �������� ������� ������# �� N �� ��� ������
�� �+������ �� ��� ���� ���	 (������$# ��� �����%���%��� ���� ������� ����� �� �
����� ����� ���

µ̂loo =
1

N

N∑
l=1

(
yl − ŷ"ll

)2

, L�	�0M

*���� ŷ"ll �� ��� ���������� �� ��� ������ yl �������� �$ ��� ����� �� ���� �� ���
����� �� ��� ��������� �+������ ��� (xl, yl)	

.� ��� ������� ����# �����%���%��� �� � ���$ �+������� ���������� �� ��������
����	�	
 N ����� ��� ����� ���������# ���� �� ���� �� ��� N ������� �� ��'� N−1
���� ��� �� �+������� ���� � �������� �� N �+������	 
����$%����� ����������
��� �� �+������� �� ���� �������� .� �����$%����� ������� �� ���� �������� �����
�� �������� ��� ��� ����������� ���� ������ ��� ���������� k �����������# ����
�� ��� ����� �� � ��3����� ��� �� �+������# ������� �+����$ �� ��� ���� ������ ���
���������� k �����������# ��� �� ���� �� ��� ����� �� ��� ���� ��� �� �+������	��

���� ���� �
�� ����
 �� ����
 �
 ���� ������	��" � ����
 �� �����F� ������F� ��=
��� &-88/'5

��!�� ���� ..5
����� �� ������" ��� ��	� �� �� ������� ����5 $�� ��������� �� ���� �� ��	��� ���>��;� ��

�������� ���� �� ����� ���� ����	����? C�� ����� � ��> ��� �� � ������� � ��	��� ���>��;
�� ��� ���� �� 
������" ������� ���
������� �� �� ����� �� ��� ���5 � �������� ����� �"������"
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(����� �	8�� /�������� �������������� �� ��� ������ �� ����������� �������� ��
$��%���� ����	 ��� �����%���%��� ���������� �� ��� ��������� ����� ����������
�� ��������� ������������$� ,�� ����� ��� �����# ��� �+������ �� ��� �������
��� ��� �����# ���� �� ��� ���������� �������� � ���������� �� ��� ������ ��
��� ����%��� �+����� ��� ��� �������� �� ��� �����%���%��� ������� ��� ����
��������� �� �������	 �� ���� �� ��6����� �������� �� �������� ���� � ���������
�� ����������# �� �� ��������� ���� ������� ����������	 �� ��� ���������� ��������#
�� ������� ���� ���� ��� ���� �� ��� ���� ��������� ����������	

��� ���� ���� ���������� �� 
���� [ 
���� L8;; M *��� $��%���� ����X����
���� ���� ����������'�� ��� *���� ����� �� ����	
 ����������X�� ���� ��� ������
��� ��� ���� ����� ��������� ��� �� ������� �� �$ ���������� �������� ����������
�� ���� �� ��6����� �������� �� �������� ������� ����	 .�����# ��� ����������
�� ��� �����%���%��� ������� µ̂loo(θ) ���������� ��� ������� ��������� θ# ��� ��
��������� ������������$� 2���� ��� ������� �� N ������� ������# ���� ���������
��� �� ��� N �+������ �� ��� �������# ���� �������$ ��� �� �����+������ �$ ���
������� µ̂loo

k (θ) *���� �� ���������� �� ��$ ������ �� ��'� k �� ����� ������	 .�
������ �� ����� ����# �������������$ �� ��� ��'� k �� ��� ������ ����������# ���
������� ���������� �� ���� ������ �� �� �	������ �������� �� ��� ���� �������
����� µ(θ) ��� ����# ��������# ��� �������� �� ���� �� �������� ��������� *��� k	
�� ��� ����������� �������� ��� ��� �������� �� ��� �����%���%��� ������� ���
��� ���������� ���� ������� ��� �������# � ����������� ���� �� �$�������� ��� ��
������� ��� �������� �� ��� �������� ��3������ �� ��� �����%���%��� ���������
�� ��� ����� ���������� �� �����&����	 .� ���� ����# ��� �������� ���������� ���
��������� ���� ��� ���� ��� *��� ��� �� ������� ���������X��� (����� �	8� ��� �
��������� �������������� �� � ����	

��� �������� ����	
 ���������# $��%���� ����# ������� �� ����������� ���� ���
����� �� � =��3������ ������� L=��3����# 8;:0M ���������� ��� ���&����� ��
��� ��������� ���� �� k �������� ������� c1, . . . , ck# ������� ������������$ ����
��� ���� ������������# *��� �� ����� ����� �� ��� ������ �������� c �� )��*�	
��� ����������$ ���� ��� ���� ���� µ �� ��� ������ �������� c �� ���� ���� ε

����
 �� ���� ������� �� �� ���;=����������� ��������� �� ���
�
 ������ �� ��	��� ���>��;
�� �����������5
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���� ��� ��������� ���� µ̂k = 1/k
∑k

l=1 cl ���

Prob {|µ− µ̂k| > ε} < 2e−2kε2/B2

L�	� M

*���� B �� �� ����� ����� �� c	 ,� ��� ����� �� .��������$ �	� �� �� �������� ��
��&�� �� �������� [µ̂k− ε, µ̂k + ε] ������ ��� ��������� ���� µ̂k �� *���� ��� ����
���� µ ������ �� *��� � ���&����� 1− δ# �������$�

Prob {|µ− µ̂(k)| > ε} < δ.

.� �����*� ���� ����� ������ �������� k ������� c1, . . . , ck# *� ��� ���� �� ���������
����# *��� ���&����� 1 − δ# ��� ���� ���� µ �� *����� � �������� ε ���� ���
��������� �������� µ̂k *�����

ε =

√
B2 log(2/δ)

2k
. L�	�"M

��� $��%���� ���� ��������� �+������ =��3������ ����� ��� ��&���# ��� ����
��������� θ# �� ��������

Ik(θ) = [Lk(θ), Uk(θ)] = [µ̂loo

k (θ)− ε, µ̂loo

k (θ) + ε], L�	�:M

*���� µ̂loo

k (θ) �� � �����%���%��� �������� ����� �� k ����������� �� ��� ���� ����
������� ����� µ(θ) ���������� *��� ��������� θ	 ,� ��� ����� �� �	�"# ��� ��������
Ik(θ) �� ���� ���� �� �������� ��� ���� ����� �� µ(θ) *��� ���&����� 1− δ	

$��%���� ���� ������ *��� � ���������� �� ���������� ��� �������� �����������
����������$ ��� �+������ �� � ����� ������� �� ��'� N 	 �� ���� k ��� k%�� �+�����
�� ��� �������# (xk, yk)# �� ����%��� ��� ��� ���������� �� ��� ���� ��� ������ ��
������� ��� ������ yk �� ��� ����� �� ��� ����� �+������ �� ��� �������	 (�� ���
������� ��������� θ# ��� ����� ek(θ) = yk− ŷ"kk (θ) �� ���� �� ������ ��� ���������
�����%���%��� ���� ������� ����� µ̂loo

k (θ) = 1/k
∑k

l=1 e2
l (θ)	 
�������# ����)� ��

>������� �	�:# �� ����� ����� Uk(θ) ��� � ��*�� ����� Lk(θ) ��� ����� ��� ���
���� ���� ������ ����� µ(θ) �� ��������� θ	 ����� ���������� ���� k ��� ������
��������� ��� ���������# ��� ���������� *���� ��*�� ����� ����� ����� ��� �����
����� �� ��� ���� ��������� �� ��� ��� ���������� ���� ��� ���� ��� *��� ��� ��
���������� ��� ������� ����������	 ��� (����� �	88 ��� � ��������� ��������������	
,� ��� ����� �� >������� �	�"# ��� ����������� �� ���� ��������� ���&��������
�� ��������� *��� ���&����� �� ����� ����� �� 1 − δ# ���� ��# ��� ����������$ ��
����������� � ��������� *���� ���� ���� ������ ����� �� ������ ������ ���� ���
��� �� ��� ���� ��������� �� ���# �� ���� ���� 1 − δ	 �� ��� ���������� �� ���
��������� ���������� �������� ��� ���� ��� ���� �+������ ��� ���������� ��
��� �����%���%��� ���������# ��� ��������� Ik(θ) ������ ��� ��������� ���������
��� ������� ��� ��� ��������� ��������� ���� ������� ��� �������	

��� ���� ��������� �� ��� �������� �� � ��������� ��������� ����� �� .�%
�������$ �	� # �� ��� ������������� ������ �� ���� ���������$ *���� ������� ����
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(����� �	88� �� �+������ ����� ��$ k �����# ��������� : �� ��� ���� �� ���
����� ��� ��� ����� ����� �� ��� �������� ��&��� ��� ����� �� ��� ��������	
��� ���������� *���� ��*�� ����� ���� ����� ��� ��������� ��� ���������	 .�
���� �����&� �+�����# ���������� �# 0# 7# ;# 88# ��� 8� ��� ����������	 (�� ����
��������� θ# ����� ��� ��*�� ����� ��� ���� ε%��� ���� ��� ��������� ����
������� ����� µ̂loo

k (θ)	

��� �������$ �� ���������� �������������$ �� ��� ������������ �� ��� ���������� ����%
����� ��������	 ��� ��*� ���� �� ����������� �$ ��� ���� ���� �� ���� ������������
������ �� ����� B �� ����� �� ��� ������������# �� ��� ��������� ����� �� �� �����
�� ��)� .��������$ �	� ��������	 .� ����� �������� *��)�# 
���� [ 
���� �����
�� �������� �� ��� ��)��*� �����	 ���� ������ �� ��� ��������� �� ������ ����
���+������� �� ��� &��� ����� �� $��%���� ���� ��� �� ��������� ���$ �� � ���%
������� ����� L
���� [ 
����# 8;;7M	 ��� �������� �� �������� ����������$ ��
��� ��+���� ������� ����� �������� �� �� ������� ������ �� ���� �+������	 .�

���� [ 
���� L8;;7M# ��� ������� �������� � $��%���� ���� ��������� ����
������ ���������� �������� ���������� ���$ ����� ������ �������� ����� ��������
�� 0� ���� �����	 ����� ���� ����������$ �����# ��� ����� �� ���������	 ����
�������� �� ������ ������������ ���� ��3����� ������ �� ���*	 (����# ��� ���������
���������� �� ��� ��+���� �� � ������������ �� �����������$ �����������	�	 ���%
���# ��� =��3���� ����� ����� �� .��������$ �	� �� �� ��� ����� �� ���� �����+�
����� ��� ����� ����� B �� ��)��*� ��� �� �� �������� ���� �$ �� �����+���%
���� �$ ������	 �����# ��� 0� ������� ����������� �� ��� ���������� ��� �� � �����
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������ �� ����������� ���� �� ��� ������ �� ���������� �� ����� ��� ���� �������
��� ��������� ������������$ �� ��� ������	

-��*����������� ����� ������ *��� ��� ��� �� ��� =��3���� �����# ��� ����
������ ��� ����	
 �������� �� ���$ ���������	 .� ����� �� �������� ��� �����
��������� �������� *���� ����� �+�������� ��� ���� ������ ����# ���� ��* ����	

���������� ����� �� � ��3����� ����������� ����� *��� �������� �� 
���� [ 5��
L8;; M	 ����� ����# &��'� �� ����� �� 2�$����� ���������� ��� ����������
� ����������� ��������� )��*� �� �����	
 L2�+ �� �+# 8;79R ��� [ @���# 8;;;R

��������$# ����M	 � ���� ����
	 �� �� �+���������� ������� ���� �� �������$
������� *��� �*� �� ���� ���������� ���� �� �� �������� ��� ���� ��������
��� ��������� *��� *���� ��� ���������� �� ����	 � ���� �� � ��� �� ���������$
����������� �+���������� ���������� ����� *���� ��� ���������� ��� ������	�
 .�
��� �����+� �� ��� ��������� �� ��� ���� ��������� �� ��� ����� �� � �����%���%���
����������# �������� � ���� ����
	 �� �����������$ ������� ��� ������� .�����
���� �� ��� ��������� ���������� �� ������ �� ��� ���� �+������	 >��� �+�����
�� ��������� � ���� �� ��� ���������� ������	

.� &��'�# ��� ���� �+����� (xk, yk) �� ��� ������� ��� ��� ���� ���� �� �����%
����� ����� �� ��� ����# ��$ ���������� θ ��� θ′# *� ��� ���������� �� ��� �������$
hk(θ, θ

′) ��&��� �$�
hk(θ, θ

′) = e2
k(θ)− e2

k(θ
′).

*���� ek(θ) = yk−ŷ"kk (θ) ��� ek(θ
′) = yk−ŷ"kk (θ′) ��� ��� ������ $������ �� ��� k%��

�+����� �$ ��������� θ ��� θ′ �����������$	 ��� ���� �� hk(θ, θ
′) ��������� *���� ��

��� �*� ���������� �������� � ������ ����������� �� �+����� k� �� �� �� ��������#
��������� θ *�� ������ ���� θ′R �� �� �� ��������# ��� ����� *�$ ������	 �����
��� ����# ��� ��������� ������������$ ��������� ��� ���� ����� µ̂k(θ, θ

′) ��� ���
�������� σ̂2

k(θ, θ
′) �� hk(θ, θ

′)# ��� ���� ���� θ ��� θ′ �� ��� ����	 ,� ��� ����� ��
����� ��������� � ��� �� ����������� ����� �� ��������� �� ���� ���� �� ��� ���������
�� ����) �� ���� ��������� �� �����&�����$ *���� ���� ��$ �����	 .� ���� ����# ���
�������� ��������� �� ��������� ���� ��� ����	 4���� ���� ������� ����������#
��� ����������� ���� ������� �� &��'� �� ���������� �� � ������ ������ L����)��#
����M ��������� ���*��� ���� ���� �� ��������� ����������	 1������$ �� ��� ����
������� �� $��%���� ����# ��� ������ �� � ���������� ��������� ��� ��������� ��
������ �� ���� ����������� ���������� ��� ���������� ��������� ��������# �����$#
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�� ������� ���� ��� ���������� hk(θ, θ
′) ��� �������$ �����������	 -��*�����������

����� ����������# &��'� ������ �� �� ���$ �3������ ��� �� �������� �� $����
������ ������� ���� $��%���� ���� L
���� [ 5��# 8;; R 
���� [ 
����# 8;;7M	
H� ��&�����$ ����� *��� ��� ���������� �� ��� ������ *��� ���$ ������� ���
�������� ����������$ �� ��� �3���������� �� ��� ���� ����
		

.� �� *���� �������� ���� ���� ��� �������� �� $��%���� ���� �� ��� �������� �� �
������������� ����# ���� �� ��� ������� ���� �������� ��� )��*����� �� � ����� ��
��� �������� ����� ��� ���� ������� �����������$ ��� ����� �� ������������$ �� ���
������	 ,� ��� ����� ����# &��'� ������ ���� ��� �������� �� � ���� ����
	
�� �����������$ �3������ �� � ������ �������	 -����������# �� ����� �� ������� ����
�������# ��� ������� ��� �� ����� � ���������� ����������� ���� *���� ������������$
�� ���������� �$ ��� �$�������� ���� ��� ���������� �������� ������ �� �������$
�����������	 ������ L2�������� �� �+# ����M# ��� ������ ������ *� ������� ��
1������  ��� ������ ��������������# C���� �� ��� ������ ��������� ��� ���� ��������
�� $��%���� ���� ��� �� &��'�	 .�����# ������ �� ����� �� ��� 0������	 ����
��� �	����� �� �����	�� �� ��	��# ���� )��*� �����$ �� 0������	 ����# *����
���������� � ���� ����
	 �� �� �+������$ ������� *�$ ���# �� ��� ���� ����# ��
������������� ��� ��������� ���� ��� ���$ �� ��$ ���������� �� ��� ������������
�� ��� ���������� ���������� ����� ����$���	

��� �
�����
��

���� ������� ��� ���������� �*� �������� &����� 	����������� ������0�����#
��� ���������# ��������	 ����� �*� &���� ��� ������* �������� �� *� �������
��� �� ������� �	�	0 *���� ������� � �������� �������# �� ������'����� �������
��� �� �� ������ �� � ����������	 -����������# ���������� �������� ������ ��
��������$ ������� �� ������'����� ��� �������� ��� ����������� �� � �����������$
��3����� ���������� �����*��)	 ��� �������� �� �� ������������ �� ����� �*�
��3����� &���� �� C����&�� �$ ��� ����������������$ ��������� �� ��� ������� ���
����� �� ��� ������ �� �� ��� ������� �� ������ �������������� ��� ���� �� ���
�������������# ���� �� ��� ������ ��&������ �� ��� ������ ������� ��� �� ���
����������� �� � ������ ���������# ���� ���� ������� �������� �����	

��� ������� �� ������ �������������� ������� �� ��� ������'����� &��� ���$
����� �������$	 
������������� ��� � �������� $���� ����� �� ���������� *����
������� �������� ���� ��� ����� ��3����� ���� ����� �� ����� ������'����� ����%
������	 .� ����������# ���� ������'����� ���������� ��� �������� ��� ������� �
�����&� ������'����� �������	 ,� ��� ����� ����# �������������� ��� �������%
����������� ���������� �� ������'������ B����� ���� �� �
�������# ���$ ������
�� ���� �������$ ���� �� ������� �
�������� �������� ���� ���� �� �� ������%
������ �� ��� �����&� ������� �� ���� �� ����� �� $���� � ����$ ����������� ����%
�����	 .� �� ��������$ �� ���� ������� �� �	���	������	 ���� ��� ���� �� ���� ������
��������� �������� .� ����� �� �� � ���� �����%������� �������� ��� �� ����



:: 1������ �	 2��)������ ��� �����%��%���%���

������ �� ��� �������� �� � *��� ����� �� ��3����� ������'����� ��������# � ����%
��������� ����� *��� � ��� �� ��3����� ������� ���� ��$ �� �������$ �������� ��
���# ��� *��� � ������$ �� ���������� �� �� �����	 �� ���# �������������� ����
���� ����� �$ ���� �� ��� ����� �� ���� �������������� ���� � ������ ��������
�� *������ ������ ����%��������� ��� ������� ��� ������ ���������$ �� �����
�+�������� ��� ���������	 �������� ������ �� �������� �������# ���� ��������
�� ������ ���� ��� &� ��� ����� �� � ����� ����� �������� �� �������������� ��
����%*���� ������������	

�� �������� ����� �����������# ���� �����$ ��� ���� ������� �$ ��� ��������
��������$ �� ��� ��&������ �� ���� ��������� ������ ����������	 .� ��� ���*#
���� �� ��� �3��� �� ���� ��������� ��� ���� ���������� �$ ��� ���� ���� � �������
��&������ �� ��� ������ ������� �� ����� ������� ��� ���� ��� ���� ������ ��� ���
���� ���������$ ����������	

��� ���� ������������ �� ���� ������ �������� ��������$ �� ������ � ������ ���%
������� �� ��� ������ ������� *����# �� *� *��� ��� �� 1������ 0# ������� ��
��������� ��� ������������ ���*��� ��� ������ ������� ������ ��� ��� ����������
�������� �������	 
�������# ��� ������ ��������� ������# ��������� �� 1���%
���  # ������� �� ��� ����� �� ����	
 ���������� ���������� �� ��� ������� ��������
��������$ ��� ������� ��� ����� ��������� �������X��� ������� �	�	7	 (������
������������� ��������� �� ��� ������ ���� ������ ���� ������� �������� ����� ���
��� �+���������� ����������$ ������� �� 1������ "# ��� ���� �� ��� ����$���
�������� �� 1������ :	
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������������� ��� ������� ����������� ��������� *���� ���������� ���� �� ��
������������ ��� �������$ ����� �� ����� �� $���� � ����$ ����������� ���������	
H� ���� � ��	�
������	 �� � ������������� ��$ �������� ������������� �� ���� ���%
����� *���� *��� ��� �+�������� ��	�	
 ������ *� ������ ��� ������� �� �������$
������������� ��� ��������# ���� ��# ��� ������� �� �������� ����� ��� ��� �� ���%
����� ���������� ��� ��������� �����&� ������ �� ��� ���� ����������	

�� ������������� )��*# �������������� ��� �� ������� ����� ��������� �� ���
����� �� ����� ���������� ��� � ������� &��%������ �$������$ �������� ��� ������%
����� �� � �����&���� *�$	 ���� ������� �� ������� �� ��� ��&������ �� � ������
�����*��) �� *���� ��� ������ ������� ��� �� ���� ��� ������	 2����� ��������
�� ��� ��������� �������# �� �������� ����������� �� � �$����� ��������� �� *���� ���
������ ������� ������ �� ����� �� ������� 0	8	 .� ������� 0	� *� ���� ��� ������
�������� �� ��� ������� ��� �� ������� 0	0 *� ������� ���� �������� �+��������
��� ��������	 ������� 0	 �������'�� ��� ��������� ��� ������� ��������� �� ���
�������	

��� �� 
��	��� �������

��� ������ ������� �� ���� ���������� �$ �� �������� �+������ ������� ��  �


������� �������	 ���� ������ �+����� ��� ��� ����� �� ��������� ��� ��� ���%
����� ���� ����������'� ������ �������� �� ���$ ����� �� ��� ����%*����	 �����
�������� ��� ���� ���� � ������ �����*��) �� ������� 0	�	

:7



:9 1������ 0	 ��������� �� ��� ������ �������

������� ��  � 
�������


���� ��� � ���$ ���������� *���%���� ��''� ���������� ���� ��������
��''�� ��� ���� ��� ���$ �� ��� ���$ ���������	 
������ �� ���� ������
��� ����) ��� �������� ������ �� ��� �����	 >���$ 0� �������# �
�������$ ��$ ���)� �� ��� ���) �� ��� �������)� ��� ��''�� �� ��
��������� �� ��� ��������� ���� ������ ������ ��� ���� 0� �������#
�� ��� � ����) ���) �� 8 ������ �� ��� ���$ ��� ��� ���������� ���
�������$ ����# ��� ���� �� ���� ��� ���� �� ������� � ����� ���)��� ��''�
�� 
������ �&��������	

������ ��� �+��������� ������ �� *��) �� ��� ����������# 
���� �����
� ���� =� ������� ����� �������������� ��� �� *���� �� ���� ���� �
��$	 H��� ������������� ������ �� ��� ��� ���������� ��� �������$
�����V H��� ������ �� ��� ������ �� ��� ���� ����������V .� �����
�� ���� �� ���*�� �� ����� ���������# �� ��)�� � ���� *��� $��� ����
.� *����� ��� ����� $�� ������� � ����%���������� ������������� ���
���������� ��� �������$ �����# $�� *��� ���� 8��� �������# ���� �����
��� ��� �� 
������ ������ ��''��	

H� ��� ������$ �� ��� �������� �� ������������ ��� �����*��� �������� �� �������

������� ���� ����� �������� ����� �� ��� ������� �� ������ �������������� ��
��������

8	 ���������� ���� �� ��� �������$ ����� �� � ������������� ������'����� ����%
���# �����$ � ��������� �������� �������# ���� ��� �� ������ *��� �
�������������	�

�	 >���$ 0� ������� � ��* �������� ��� �� �� ������� ������� ������� ��
������ ����������'�� �$ � ������ �� ������	��	

0	 � ������� ������ �� ���� �� 8 ������ �� ��������� ��� ������� ���� ���������
��� ��$ ��� �� ����� �����$ ����)�$ �� ����� �� �� ���� �� ������� � �����
���)��� ��''�	

 	 ������� ���� ���������� �� ������ *� ��� �������� �� ������� � &��%�����
������������� *����� ��� �����	

2����� ���������� ������� �� ��� ����$��� �� ��� ������ �������# �� ���������
����� ��� �� �� ���� �����	 .� ��� �+�����# *� ��� �������� �� ������� � Y����%
����������Z ������������� ��� ���������� 
������ �������$ ����� ��� �� �������
������� ��� ���� �����# �� ���# �� ���� ��������	 .� ����� �� �+�������$ ��&��

�L	� ����� �� ����� �� ��������� 	���	
�� �� �	� �������� ������������ �� �� �	����
������� >�� �����" �	�
�
 �" �� ��;� �� ������"? !���� >� � ���� �	� ���
��� �� �� �����"
�������� >�� ��� ��" >��� ��� �� 
��������
 �" ��� 
������ ��
 >��� ����� ���	� �� �� �	����
������� >�� �� �� ���� ���	� �� �� � �����5



0	8	 �� �������� �+����� :;

� ��������� ��� ��������� ��� ������$ �� � �������������# �*� ��3����� ������ ��
�������������� ��� ������# ��� &��� �������� �� ��� ���������� �� ��� �����������
�� � ������ ������	�# *���� ��� ������ �+����� ��� ������� �� ��� �����������
�� � ����� 	���� �� ������	��	 H���� ��� ������ �� ������ ������ �� ������# ���
������ �� �� � ���� ������ ������ ��� �� ���������$ ������� �� ��� ������ ��������
������������ �� ��� *���� �������	

��������� ��� ���������	� �� � ������ ������	�

(�� *��� �������� ��� ���������� �� ��� ����������� �� � ������������� �� �
������ ������	�# �*� ������ ���� �� �� ����������	

(����# �� ����������� ���� �������� ��� �� �� ��&���	 .� 
������ �+�����# ���
������ �� ��� ���� ����� �$ ��� ������������� �� ��� ����� ������ �� ���� �������
�� � ������� ��� ���������� ������	 ,���� ��������� ����� �� ������$ ����������	
(�� �+�����# ��� �+������ ���� ������ ��� ���������� ��� ���� �� � ������� ����
�� ������* ������� �� ��� ���� ������ ��� ���� ����� �� ���� ����������� �� ����
������� ��� )��*� �� �� �����������$ ��������� ��� ��������� �������# �� ����� ��
�� �������# � ������ ���� ���� ����� �� ����� ������# ��� �$������$ ���� ���������	
S�� ������� ���� �������� ��� *���� ������� �������������� ���� �� ��� ������
�� ���� ������ �$ ��� ��$�� �������)� ��� ���������� ��� ����	 ��� ���������
����� ����� ��� ����� �������� ���� ��������� �� ���$ �������%�����&� ��� ����
��� ���� ��$ ������ ������ �� ��� ��&������ �� ��� ������ �������	 .� ���� ������#
*� ��*�$� ��)� ��� ������� ���� �� ����������� ���� �������� ��� ���� ��&��� ���
��� ������$��� ������'����� �������	

������# � ������������� �� � ���������� ��������� ��� ��������� ��3����� ����
�� � ���� �������� *��� �$������$ ������� ��3����� ���������# ���� ����������'��
�$ � ��3����� ����	 H��� ��������� � ���������� �������$# �� �� ���� ���� ��� ����#
*� ��� �$������$ ���������� �� ��� �3������ ����	� � ������ ��� �� ��� ���������
�� ��� �������� �� ���� �������� �$ ������ �� �������� �������� �� ��� �+������
�����	� .� *� *��� ���������� �� � ������ �������� ��� *��� �������� � �����&�
��������# *� *���� �������� ��� ������� �� ���� ���� �� ����� �� ���� � �������
��������	

��������� ��� ���������	� �� � ����� 	���� �� ������	��

(�� *��� �������� ��� ���������� �� ��� ����������� ���� � ����� 	���� ��
������	��# � ������ ������� ��� �� �� ������	 2����� ���������� �������# *� ����
�� ��������� �� ��� ���$ ������ �� ���� �� �	���	���	 �� ���� ���# *� ���� �� ��&��

��� ����������" �� �
������ ���� ���������� 
�H����� ���� �� � �����
 ���	� �� 
���	���
 ��
!������ B5B5/5

��� ��������� q̂ �� � G	�����" q � �� ���
 �� �� �������� �� E[q̂] = q5 L���>���� �� �� �����

������ >�� ���� b = E[q̂] − q5 �� �������� σ2

q̂ �� q̂ �� σ2
q̂ = E

[
(q̂ − E[q̂])2

]
5 !�� ���
�����

�	 ��� &-802' ��� �� ������� �����
	����� �� ���������� ����"5



7� 1������ 0	 ��������� �� ��� ������ �������

���� ���� �� ����� �� ��* ��� ������ �� ��������� �������� �$ 
���� �� ���������	
.� ������ �� ������� ���� ����� ��� �������� ��������� �������� ���������#
���� *��� �� ���� ��)��$ �� ����� ���� ������	 (�� �+�����# ��� �������������
�������� �� ��� ���$ ������ ����� ��� � ����� ����� �� �������� ���������� �� ��������
���������� ����� ���� ���� ������� ��� ����� ���� *��� ����� �����	 ��� ����
������� �� � ���� �� ��� �������� �� ������ �� � ��� ����������� ����# ���� �� ���
������ �� � ���)# �� ���������� ����# ��� ��� �� � �����# ��� �� ��� �� ��������
*��� ���� ������� � �������$ �� ���� �����	 ,� ��� �������$# �� �������� �� ����
��)��$ �� ����� �� ��� �� ��� ����� �� ������# ��� �+�����# �� ��� ���������$ ������
�������� ��� )��*� �� ������� ����� ������� �� ��''�	 ��������$# �� 
���� ���
������$ L��� �����������$M ���������� �� ���� �������������# �� �� �� �� �+������
���� ��������� ���� ������� ����� �� ����� ������������� *��� ����� ���� ��)��$
���� ����� ���� �� ���	

��� ����� ���������� ��)�� ����� ������� ��� ������������ �� � �������������
����� �� ��� ������ �� ���������	 H� �������� ���� � ������ ������������� �����#
�����$ ��� �� *���� ��� ��������� �� ��� ������ ��� ������������$ ��� ����������$
�����������	 ���� ������ ����� *��� ����� ��� ������� �� ���� ������� ��� �� ���� ��
��� ������	 � ���������� �� ���� ������� ������ �� ����� �� �������� 0	0	8 ��� 0	0	�	
.� ��� ����� �� � ������������� ����� �� �� ��* �������� �� ���� � ������� �� ���
������ �� ����������� ���� � *���� ����� �� ���������� *� ��&�� ��� �����������
���� � ����� �� ��������� �� �� ��� �3������ ����� �� ��� ����������� ���� ���
��������� �� ��� ����� ��# ���� ������$ ����)���# ��� ������� �� ��� �����������
�������� �� ���� ��������# *������� �$ ��� ����������$ ���� ���� �������� ������	

=����� ��&��� �� ����������� *�$ ��� ��������� ��� ����������� �� � ����%
��������� ���� �� � ������ �������� ��� �� � *���� ����� �� ���������# *� ��� ��*
�� ��� �������� �� ������� ��� ������ �������	

��� �������� ���� �� ������

H��� ������� �� ��� ������� �� ������ �� �	���	��� *� ��� ����� ���� ��� ��������
���� �� ������ �� �� ������ � ������ ���&�������� ���� ��+���'�� ��� �����������
�� ��� ��������� ���� *� *��� ���� �� ��� ������	

.� ���� *������ ��$��� ���� ������ ��������� ��� ��� )��*� �� ������� ���#
�� ����������# ���$ ��� ��� ��������� ������ ��� ������ �����	 -�����������# ����
����������� ���������� �� ������ ��������� ��� �� �+������� ���� ���� ������������	
���� � ��������� ����� �� ��� ���$ ����� ���������� ������$��� ��$ �������&�
������������� �� ��$ ������������� ������������ ��� �$�������� �� ��
������ ��
	�����	� ,� ��� ����� �� ���� �$������$ �������� �$��������# *� �+���� ���� ��

����� ��� >�� �������� �� ����������� ���� � ����� �� ���������� 
�H����� ���������� ��� ��
�����
���
5 � 
���	����� �� ����� �� !������ B5B5/5

���� �� ��� �� ��
���� � ������ �� ������� ����
 �� ��
	����� &������� 6 ���������� 3443'5
��
��
� ���� �� >� G	������ �� �
�� ��� ��
	����� ���������� #	�����
 �� �� ����� �� ��
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����
������+ + +

(����� 0	8� H��� ������ � �������������# *� ��� �� ������'��� ��� �����������
�� ������ ���������# ��� ���$ ���� ��������� ��� ���������	 ,� ��� ����� �� �� �$%
�������� �� ��
������ �� 	�����# *� ������ ���� ������ �������� *��� �� ���������
�$ ��� ���� ��������� ���� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ����	 -����$#
*� ������ ���� ���� ���� ��� ������ ��������� ��� �+������� ��������� �� ���
���� ������������� �����	

���� ����� ��� ���� ������� �� ��� ������ ��� ���� �� �� ��������� �����%
��� �� 
�	������ ���� �+�������� �� ������ ������	 .� ���� ������� �����# ������ �
������������� �� � ������� �������� �������	 ���� ����������� C����&�� ��� ������
�������� �� ��� ������ ������� *� ���� �� ������� 0	� ��� ��� ������ ��������� *�
������� �� 1������  # *���� ��� ���� ������$ ��U������ �$ �������� ��� ����%
��� ���������� �� ��� ������� �������� &���	 ,� ��� ����� ����# ��� ����������
�������� �� ��� ������� ��� ��� ������������ �� ��� ��������� *��� ������$ ��� ����
������������ �� ��� ��������� ��� ��� ��� ��������� ���������	

.� ��������# ��� ������ ������� �� � ��������� �� ��� ���� ���&��������# ���%
������ �� ��� ����� �� ��������� �������� �� ��� ����	 H��� ��������� ����� ��
������� �������# *� ��$ ������� ���� ��� ������ ������ ��� ���������� � ����%
��������� ��� ���������� �������$ ����� �� ���� �� *��� �� ���� L��������$M �����$��
�� �������� �� ��� ����������	 ��� ����(	�	��� �� ��� �������������� �� ��������
�� �*� �������

"������� �� ��������	 
� ��	���� �� � ����
 ���	�
 ��� � ���� ����
����� �� ��������� ��������
>� ��� �� �������:� �� ��� "������� � �	�
������� ���	������ ����5 ��� �������� �� �����
"
����� �� E	��F� >�������? ����
 E	�� �

�����
 �� ���	� �� �� -0� ����	�" �� � ������	����"
��D	������ >�"� ��
 �� ����"��� �� ������
 �� ���
� E	��F� �����G	� ���� �����5 E	�� ������
�;������� �� �� ����������" �� ������ � ������� #	���������� �� �� �������� �� ��������� ;��>��
��
���	� �	�	�� ������ ���� ���� � ��������5 E� ������
 �	� ��� ��� #	����������� �� ��
	�����
������� ���� ��#�� ������� D�>� �� ������	���� #	����"��� ��
	����� �� �� ���	�
� ��� �� ��
>��;�
 �� �� ���� ������ �� � ����	��� ���	����5
�����
��� �� E	�� &-9/0'� ��" ��������� ���� �� ���� �� �� �	�	�� �� ����
 �����" �� >��
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! #���������� ����� *���� ��)�� ����� �� ��� *��)���� ��� ������ *����
*� ������� ��� ���� ��� *� ���� ��� ���������	

! ���#�	���� ����� ������ *���� ��� ��������� �� ������ �	 ��� ���������	
�	����	��	�# ���� ��# 
������ ��''� ����������	

����� ������ ��� ���C���� �� ���� ��� ��������� �$ ��� ������ �� *���� ���
������������� ������ ��� *��)���� �� ����� ��� �������� �� �+����������	 ,� �����
�*� ������# ��� ������ ������ �� ���� ��������� *���� ��� ������ *��� ���� �� ����
*��� ������ ����	 ��� ���) ���*��� ��� �*� �� ������� �$ ��� �$�������� ���� ���
������ *��� �� �	 ���� ��	�� ������� �� ��� ����	 -����$# ���� ���� ��� ������
��������� ������ �� ��� ���� 	���� �� ������	�� ��� ��� ��������� ���������
��������� �� ��� ���� ���������� ���$ ��� ������������$ ������� ���� ���
���� �	�	��	 ������������	

��� ��� �	��� ���
�
�� � ��� �	�����

.� ����� �� ���� � ������ ��&������ �� ��� ������� ������� �� ������ � ����������%
���# *� �������� ��� �����*��� ��C�����

• Θ �� ��� ��� �� ��������� ���&���������	

• I �� ��� �$������$ ��&���� ��� �� ���������	

• PI �� � ����������$ ������� ���� ��� ��� I �� ���������� H��� ���� �����
�� ��������# *� �������� *��� PI(i) ��� ����������$ ���� ��� �������� i ��
�������� ��� ����� ������	�

• t : I → � �� � �������� ����������� �� ����$ �������� ��� ����������� ����
���� �� ��������� �� ��	

• c �� � ������ �������� ������������ ��� ���� �� ��� ���� �������� ����� �$
������� ���&�������� θ �� �������� i ��� t(i) �������	�

• C ⊂ � �� ��� ����� �� c# ���� ��# ��� �������� ������ ��� ��� ���� �� ��� ����
�������� ����� �� � ��� �� � ���&�������� θ ∈ Θ �� �� �������� i ∈ I	

• PC �� � ����������$ ������� ���� ��� ��� C� H��� ��� ��������	 PC(c|θ, i)#
*� �������� ��� ����������$ ���� c �� ��� ���� �� ��� ���� �������� ����� �$
������� ��� t(i) ������� ���&�������� θ �� �������� i	

�!���� � ����������" ����	�� �� ���������
 �� &�	�'���� ��
 ��� �� ������ ��������� �� �������
�������� ��	�
 �� PI({i})5 L	� ���������� ��	�� �������� �������� �� 	���� �� ���� �"���� i
��� ��� �� ������� i ∈ I� ��
 ��� �� ��������� {i} ⊂ I5

��� �� �����>���� �� 
����
���" �� c �� t >��� �� ����� ��������5
��� ���� �����; �� �� %��� 9 ������� ���5
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• C(θ) = C(θ|Θ, I, PI , PC, t) �� ��� ��������� ���� ����� �� �� ������'�� *���
������� �� θ	 .� ��� ���� ������� ���� �� �������� �� ���� ����� ��� �����%
������$ �� θ	

• T �� ��� ����� ������ �� ���� ��������� ��� �+����������� *��� ��� �����
��������� ���&��������� �� ��� ��������� ��������� ������ ���������� ���
�������� ���&��������	

,� ��� ����� �� ����� ��������# ��� ������� �� ���&������ � ������������� ���
�� �������$ ��������� �$ ��� 7%����� 〈Θ, I, PI , PC , t, C, T 〉	 ��� �������� �� ����
������� �� ��� ���&�������� θ̄ ���� �����

θ̄ = arg min
θ
C(θ). L0	8M

�� ��� �� ��� ��������� C �� ���������# ��3����� ������������ ��� ��������X���
������� 0	0	 ��� � ���������� �� ��� �����	 .� ��� �����*���# *� �������� ���
������'����� �� ��� �+������ ����� �� ��� ���� c	 ���� ��������� �� ������� ��
���$ ��3����� ������������ ���# ������� ����� ����� �������# �� �� ����� ���$
���������� ���� ���� ��� ����������� ��� ��� ��������� ����� �� ���*	 (������$�

C(θ) = EI,C [c] =

∫
c dPC(c|θ, i) dPI(i), L0	�M

*���� ��� �+��������� �� ���������� *��� ������� �� ���� PI ��� PC # ��� ���
����������� �� ��)�� �� ��� 5������� ����� L2���������$# 8;9:M	

��� �������� PI ��� PC ��� ������$ ��� �+�������$ ��������� ��� ��� ���%
�$����� �������� �� ��� ��������� �� >������� 0	�# ��� ��� ���� ���&�������� θ# ��
��� ��������	 .� ����� �� �������� ���� ����������# ��� ��������� ��&��� �� >���%
���� 0	� ��� �� ��������� �� � 
���� 1���� ������� �� ��� ����� �� � �������� ���
�� ���������# �� �� �� ���*� �� 1������  	

.� �� *���� �������� ���� ���� � �������� ��6����$ ����� ����� *��� >������� 0	�
�� ��� � ����� ���&�������� θ# �� �������� i *��� PI(i) > 0 �+����# ���� ���� ���
����������$ �� ��� ���� ���� θ ����� �� &�� ��$ �������� �������� �� i *����� ��� �����
������ �� ���� t(i)	 ����� �� ������� ������� �� ������ �� ��&���� ����� �� c �� ����
�� ������� �� ���������� � �������� ��������# ��� �������� ����� �� >������� 0	� ����
��� �������� ����� ���� �������������# ��� *� ������ ������ �� ��&���� ����� ��
��� ��������� C(θ)	 .� ��$ ����# ���*����������� ��� ����������� ������ �� �������
*��� ��&���� ����������# ���� ���� ��� ����� ��$ ��C�� ����������� ��� ���������
�������	�


�	L���� �� 	���� ��	�
 B(i) �� �� ���� �� �� ���	����� �� �������� i �� ���������5 �� �	�
� ����� ��� ���� >�� �� ������ �� ���	� B(i) �� c �� �����	������ θ ����� �� ��
 ��" ��������
���	���� �� i >���� ���� t(i)5 �� ��� ���� �� ������� �� 
������ >�� ������� G	�������� 
���
��� ���� �����5
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��� ����
��� ��	
���� ��� ������
���

��� ������ ��&������ �� ��� ������ ������� ���� �� �������� �� ������� 0	� ��
������� ������ �� ����� � *��� ����� �� ��������� ��������	 -�����������# ��
���� ��� �������$ ������� ��� �������� �����&� ������ �������� ���� �������������
��� ������ �� ���� �� ��� ����%*���� *��� ���)���� ������'����� �������� *���
��������������	

���� ������� ��������� ���� �������� ����� ��� ��������� ��* �� �������� ����
�� ��� ����� �� ��� ������ ��&������ ����� �� ������� 0	�	

����� /��!��� ��!������� ��� � ������ ����������

.� ��� ��&������ �� ��� ������ ������� ����� �� ���� �������# � ����� ����������
�� ���� ���� ��������� ��� � ������ �����������������	 .� ���� � ����# ��� ������
������� �� ������ �� ��� ������� �� &����� ��� ���&�������� θ ���� �������� ���
��*��� �+������ ���� ���� ��� *���� ����� �� ���������	 ,� ��� ����� ����# �� ��
�	������� �� ��������� *���� �������� � *�$ �� ����������� ����� ��������� ��� ��
������� ���� ���� ���������� �� � ���������� *�$# ���� ����������� ��� �� ����
�� ����������� ��� �������� ������ ������� ���� � ���������� �� �����������# ����
��������� �� ��� �� ��� ����������	

.� ��� ��������� �� ��� ����� �� ��� ��������� �� �������$ ����# �� ��������
*��� �� ���� ������� �	 ���� �������� ��	�� �� ��� ��������� ��������� �� ���
���� ������� ������ ���� �� ������	 .� �� ���������� �� �+���� �� ���� ���� ����
��� ���&�������� �������� ��� � ����� �������� *��� ������ �� ���� �������� �
������ ����������� ���� ��� ������� ���&�������� �������� ��� ��� *���� �����
�� ���������� ��� ���������� �� ��������'�� ���&�������� �� ��������� �+������ ��
������� ������ ������� ���� ��� ������� ���&��������	

.� ���� ���� ��� ������$��� ����� �� ��* ��������� �� ��� ������ ��� ���������
�� � ����������� ���# �� ��� ��� ����������� �� (����� 0	�	 2$ �������� ���� �����#
*� ������ ��� *��)��� �$�������� ���� ��������� ��� ��������� �� �*� ������

8	 �� ��� ���%�����# �������$ ��������� �� � ������ �+��������# ��� ���������
�� ���� �� ��� �������� �� *���� ��� �������� �� �� ��������� *��� ������R

�	 �� ��� ������%�����# ��� �������� �� �������$ ��������� ��������� �� ���
����������$ ������� ��&���� ��� �������� �������� �� ���� 8	 H����� ����
��������# ��������� ��� ����������$ ��� ������������$ �����������	

(�� ���� �������� �� ��� ������ *� ������� ��� �������� ������# �������� *��� ���
�	������� �� ��� �������� �� *���� �� �������	

������� ������� �������� �� �+����� �� ��* ������� ���������� ��� ��
��&���� H� ����� �+���� �������� ��������� �� �� ������* ��3����� ���� 	�
���
���� ����	 5���� ��$ ���� *� �+����# �� *� )��* �� ��� ����� �� ���� �+��������#
���� �����%���� ��������� ����� �� �� ������� �� ����� �� ������ �� ��������� ��
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�

� �

a b

P{a,b}

�

P a
I P b

I

(����� 0	�� /�������� �������������� �� � ������������ �����	 �� ��� ���%�����#
� �������� �� �+�������R ��� ������ �������� �� ���� �+������� ��������� �� ���
����������$ ������� ����������'��� ��� �������� ��������	

�� ������# ��� ��� ����������'�� �$ � ������ ������ �� ����� ���� ��� ���������$
�����	 ,� ��� ����� ����# ��$%���� ��������� ��� ������ ��� ��������� ���� ��
����������� ��*���*�# �� ��� �������� ���� �� ��� ���$# *���� ������� ��� �����*
��� ���6� C��� ��� � ��������	 ,� ��� ����� �� ���� � ������ �����������# *�
�+���� ���� ������ ���� ����������� � ������ ������ ������� *� *���� ������
���) ��� �*� ���&���������# ���� ��� ��������'�� ��� ��� �� ��� �*� ���������� ��
���������	 � ��������� �������������� �� ��� ������������� �� ������� �������
���� �*� ����������� �� ����� �� (����� 0	0	

� ������� ��������'����� �� ���� ����� �� ����� �� ��� ������� 0	0	�	

����	 0������ ���!�!������� ������

.� ���� ������# *� �������� � ������ ����� �� ��* ��������� �����# �����$# *� ��%
���� ���� ��� ��������� �� ��� ������ ��� ����������� ��� ����������$ �����������	
.� ������� 0	0	8 � &��� �������� �+������� �� ���������	 =�*����# ��� ����������
��� ���� �� ������� �$ ����������� ���� ������+ ������ ���� ����* ��������
����������� �� ��� ��������������� �� ��� ���������	

��� ���� ������� ����� ���� �������� ���� ������� �� ��� ��##�� ������
��#�� LB������# 8;9;M	 2$ �������� ���� �����# *� ������ ��� *��)��� �$����%
���� ���� �� ������$��� �	��������� �����	� ������� �� ���� ���� ����� �� �����	
�� ���� ����� ����������# �� �������� �� ��������� �$ �������� �� ��)��*� ���%
��������� ���������� *��� ��� ������� �����	 (�� �����������# *� ����������� ����
�*� ������ ��� ��� �� *���� ��� ������$��� &����%����� ������� �� �������������
��� ��� ���� ������� ���� �� *���� �� �� ����������	

�� ������ 
��)�� ����� *��� �� ������$��� ������������� ������� �� �����%
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�

H���V

� �

��$%���� �����%����

P day
I P night

I

(����� 0	0� /�������� �������������� �� ��� ������������� �� ������� ����%
��� ���� �*� �����������	 ��� �	�������# �� ���� ����# �� ��� ���� �� *���� ���
�������� �������	 H����� ���� ��������# ��������� ��� ����������$ ��� �������%
�����$ �����������	 .� ����� �� ��������� ��� �������# *� ���� ��� �� � ������
)��*����� ����� ��� �������� ����������'����� �� ��� ���������	

�����$ ����������� �� (����� 0	 	 (����� 0	" ��%�������� ��� �+�����# ������$
��������� �� ������� 0	0	8# �� ��� ������������� �� ������� ������� ���� �*�
����������	 =���# ��� ���������� �� ��������� �� ������� �� � ������ 
��)��
����� *��� �� ������$��� ������������� ����� ���������	

,� ��� ����� ���� � ��������� �������������� �� � L %�����M ������ 
��)��
�����# ����������'�� �$ ���������������� �����%�����������# �� ����� �� (����� 0	:	
.� ���� ����# ��� ������$��� ������� ��� �� ��������� �� ������������� ������ �
��� �� ������

X = {x1, x2, . . . , xn} L0	0M

�� �����# �������� *��� ��� ����������

pvw = P
(
x(k + 1) = xw

∣∣x(k) = xv

)
, *��� 1 ≤ v, w ≤ n, L0	 M

������������ ��� ����������$ ���� ��� ����� �� ���� k + 1 *��� �� xw ����� ���� ��
�� xv �� ���� k	��

>��� �� ������ 
��)�� ������ *��� ���������������� �����%����������� ��� �+%
������$ ��*����� ��� ������� �� ���������$ ����� ��� ���� ������� ������� ��
���������# ����� ����������� �� ��� ������� �� ������ �������������� �������# ��

��C� ���	�� ��� ��� �� ����� ���������� ������������� ��� ���� ��
����
���5 �� ��
��
��� �� �	���� ����������
 �" �����
����� ����=���"��� �������������5 ��� � ������� ���� ���
��"��
 �� ���� �� ��� �����5
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P x1

I P x2

I P x3

I P
xn−1

I P xn

I

x1 x2 x3 xn−1 xn� � � � ��

� � � � �

(����� 0	 � ��� ���������� �� ��������� ����������� �� � ������ 
��)�� �����	
.� ���� &����# ��� ������$��� &����%����� ������� �� �������������	

����� �� ��� ������� �����# ������ �����������	 ��� ��*����� �� ����� ������ ��
��������$ ����������� �$ ����� ���$ ���������$ ��� ��*�� ���� ��)�� ����� ���������
����������� ����������� ��� �������� �� � ������ 
��)�� ����� *��� ������$%
��� ���������������� �����%����������� *���� �������� �� ����� �*� ��3����� ������
�� ��6��������

• ��� �����%���������� ������������� ���� �� �� ���������	 ���� �� �����������$
��6���� ����� *� ��� ����� ���$ ��������� �� ��������� ���� ��� �������
�������$ �������� ��� *� ��� ��� ����� ��� ���������� ����� ����������� ����
�����	 4�����������$# �� ����$��� ������ �+��� ��� ������� ���� ����� ��
�������� *���� ��� ��������� ���)��� ������� ��������� ���������� ���� ��
��� 2���%H���� ��������� �� ��� >
 ���������X��� B������ L8;9;M ���
���������� �������	

• >��� ���� �� �������� �� ��� �����%���������� ������������� �� ���������# ���
������$��� ����� �� ��� �$���� ������ �� �������$ ��������	 ���� ���� ��
&������� �� ��������$ �� ����� �� ��������� ��� ������� ����� �� ��� ����� ��
��� �������� �������� �� ���������	 ���� ����� �� �������� �� ������$ ������
������� ��� @������ ��������� L@������# 8;:7R (����$# 8;70M	

����� �*� �������� ��� ��� ���� ����� �������	
.� �� ��� ������� ���� ��� ��� �� ������ ������������ ������# �� ����� ���������

�� ������� 0	0	8# �� �� ������ 
��)�� ������ ����������'�� �$ � ����� ������
�� ������ ��� ������������� �����%���������� �� ��������$ ������ ��� ���� ���������
*��� � ������ )��*����� �� ���������	 ,� ��� ����� ����# ����� ��� ��6�������
�������� �����# *� �+���� ���� ������ 
��)�� ������ *��� ������$��� ��������%
�������� �����%����������� ����� �� ���&����$ ������� ���$ �� � ���������� ������
�� ������������	

����� ��� ���&��,�������� ����

.� ���� ������������# ������������� ���� ��� ������� �� ������� ��� ������ ��������
������ ���� � ������	 1�����$# ��� *���� ���������� ��������� ��������� �� ����



79 1������ 0	 ��������� �� ��� ������ �������

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�	���

�	���

�
���

�
���

�����

�����

�����

�����

�
���

�
���

�	���

�	���

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

P night
I P day

I

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(����� 0	"� ��� ������������� �� ������� ������� ���� �*� ����������� ���%
���� ���� ������� � &����%����� ���������� >���$ 0� ������� � ��* �������� ��
��������� ��� � �����%���������� ������	
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(����� 0	:� � ��������� �������������� �� � ������ 
��)�� ����� *���  ������	
H��� ��� ������� �� �� ����� xv# �� �������� �� �������� ��������� �� ��� ��������%
���� P xv

I 	 (��� ����� xv# � ���������� �� ����� xw ����� ����� *��� ����������$ pvw	
.� ���� �+�����# ����%����������� ��� ��������	

������� ���� ��� ����$ �� ���� ����	 �����# �� ���� �����# ���� �� ��� ������%��������
���� ���� ���� �� ������ ����� �� ����������	

2����� ���������� *��� ���� �������# ���� ��������$ ������� ������ ���� �� ��
���� ����� �� ����� �������� ������������������

8	 ���� �� ��� ������%�������� ����# � ���� ���������� ����� �� �� �����	 ,��%
��*��� *� �����# �������$ �� �� �+������$ ����� ������ �� ����# &�� ���
������ ������� �$ �+�������� ����������� �� ��� ���������	

�	 ��� �������� ���� �� ��
� �	��
� �� ��������� ���� �� �+��� ��������� ��
���� �� &�� ��� �������$ ������� �������� *����� ��� ��������� ����	

.� ���� � �����+�# � ������ ��� �� �� ���� �� *������ �� ���)�� ��� �������� *���
��� ����� ���&�������� ������ ��� *���� ���� ���������# �� *������ �� ��$ ����
���&���������	

� �$����� ��������X��� ��� �+����� 
��������� �� �+ L8;;7MX���� �� �����
������� �� �������� �������� �� ��������� ��� ��������� ���� �� �*� ��������� �
������ ����� ��� �� ������ ������	 ����� ��� ������ �����# � ��������� �� ����
����� � ������ �� ��3����� ���&��������� �� ��� ����� �� ��� ������� ��������
�� ���� ����� ���� ��	�	 ��� �������� ���&�������� �� ���� ���� �� ��� ������
������	

.� �� *���� �������� ��� ���� ���� ���� �� ��� ��������� ����� �� ����� ����
� ���� �� ��������'����� �� �������	 ��� ���$ ��3������ �� ����# �� ���� ����# ���
��������'����� ����� �� ��� �������� �$�������� ���� *��� �� �������� �� �����
���� �+����� �� ������ ����	

� ���� ���� ���� �����)�# ��� ���� ������� ��������� �� 1������  ���
���)���� ��� ������� ��&��� �� ������� 0	� ��� �� ������� ���� ��� ��� ������ ��
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�������������� ������� ����� ����	

����# ��� ������ ����� � &������ ����������

B����� ���� ����������� ��� ������'����� �� ��� �+������ �����# ����� ����������
��$ �� ���������� �� *���	 �� �� �+�����# ��� ����� ������������� �� ��� ������
��� )��*� �� �� ���� ������ ���������� ��� �� ���� ����������� ���� �������$
����� �� �����������$ ���������	 ��� ��&������ �� ��� ������ ������� ����� ��
������� 0	� �� ��� ����� �� ��� �+������ ����� ��� ��� �� �����$ ������������ ��
����� �� ����� ����������	

-�����������# *���� ��� �+������ ����� ��� �� �����$ ��������� �� ��� �����
�� � ������# ��� ���������� �� ����� ���������� ����� �� ����������� ��� ����%
���6������ ,� ��� ����� �� � ����� &���� ������# ��� �������� �� ��� �+������ �����
�� �3����� �$ � ������� �������� �������� *��� ��� �������� �� ����� ����������	

��� ������ *� ������� �� 1������  �� ����� �� ��� ������'����� �� ���
�+������ ����� ��� �� ��� �� �������$ ����&�� �� ������ ��3����� ����������	 B�%
������ �� ���� ��������� �� ��������$ �������	

����' ���� ������ ����

�� ���# *� ���� ���������� ��� ���� �� *���� ��� ������ ���� �� � ������ &+��# ���
� ������������� �� ��������� �� ��� ����� �� ��� ������$ �� &����� � ��*%���� ��������
*����� ��� ����� ������ �� ����	 (�� ���� ������������# ��� ���� ������� �� ��
��������� � ����� ��������� ���� �� &+��# ��� � ������������� �� ��������� �� ���
������$ �� &����� �� � ����� ���� � �������� *���� ���� �� ����� �� ������� ����
��� ���������	 ��� ����������� ����� �� ������� 0	� ��� �� �����$ ����&�� ��
������ ��� ������'����� �� ��� ����%��%��������� �����	

���� ����# �� �� �� ��� ���� *��� ��� ������'����� �� �����# ��� ��������� �� ��
������'�� ������� ��&���� ��� � ���&�������� θ# �� �� �������� i *��� PI(i) > 0
�+����# ��� *���� ��� ����������$ �� ��� ���� ���� θ ����� �� ����� ��� ���� ���������
�� &���� ����	 ���� �� ���� ����# �� ��C�� ����������� ��� ��������� ������� �����*�	

� ������� �+������� �� ��� ������� �������� �� ����������� �� �� � ��%��C������
������'����� �� ��� ������ �����	 B������� �� ���� ��������� �� ��������$ �������	

��� �
�����
��

��� ����������� �� ��� *���� �������# ��� �������$ �� ��� *���� ������# �� ���
����������$ ������� PI 	 ��� ������ �� � ������������� ����� ��� ��� ����������
�� ���������# ���������$ ������� �� ��� ����������# �� �� ��������� ���������� ���
� ������� ��&������ �� ��� ������ ������� ��� ��� ��� ����������� �� ����������
�� ���)�� �� �3�������$	
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��� ���� ���$�� �$ ��� ������� PI �� �� ��&�� *��� ��� ��� Y�$�����Z ���������
��� ���� �� ��� ��3����� ��������� ������ �������� ���� ��� ��� �� �����	 ����)�
�� PI �� �� �������� �� ���� � ������� �� ��� ������ �� �+������ �������� �� �
������������� ���� ��� ����� �� ��������� �� ����# ��� ��������� �� ������ ���
���� ����������� ���&�������� ��� ���� �����������	

��� ������� ���������� ����� �� ����� ��� ��������� �� Y��6����Z ���������
������ ���� �� Y�$�����Z ����	�� ,�� ����� ��������� ���� ��� ������ �� ����
�������$ �� � �������� �����$ �� ��� �������� �� ������������� ���������� �� ���
����$ ��$� �� ���������� ��������	 ������������$# ���������� �������� ���� �� ����
�����$ *��� ������������� ����������# �+��� �� �����+�����# *���� ����������
*��� ������$ ������� ������� � ������ *����%���� ����$���	 �������$ ��� �� ����
� �����$# *��� ������������� ��*���$� ���� �� ������ ����� �������������� ��# ����
�� �������# ����� ���������� ����������# ���$ ���� �� ����� ����� ����� �� ���������
���� ��� )��*� �� �� �����������$ ��6����	 H��� ��������*�� �� ��� �����#��

���$ ������ ��������$ �*��� ���� ��� ����������� ���$ ����� ���* �� Y��6����Z
��������� �� ��� ����������$ �+���� �� Y���$Z ����R �����# ���$ �����* ���� ��������
��� ��$ �� C�����$ �� �$������$ �� ��� ����� �� ��� �������� ���� �� ���$ ���������
��� ����������X�� ��� ���&��������� �� ��� ���� �� � ������ �������X������
����������$ ��� ����# ��� �������� ��3������� ��� ��� �����$ ��������	

�� ��������� ����$��� ���� ������� �� *��� ��� ���������� ��6���� ���������
����� �� ������ � ����� ��� *��� ��&��� ������� �� ��� ������� �� ��� �+����%
�����	 ,� ��� �������$# � ����������$ ����� �� ��� ������ �� � �������������
������� ���� ��� ����� �� ��� ��������� �������� ���� ����� ��� *��� ��&���
�������� H��� ��������� �� � ����������$ ������� PI # ��� ��������� ���� �� ���
����������� �� � ������ �� ��������� ������������$ ��� ����������$ �����������
��������� �� PI �� �� ������# �������� �� ��� �+������ ����������� �� ��$
����� ������ �� ��������� ������������$ ��� ����������$ ����������� ��������� ��
��� ���� �������	 .� ���� ������� �����# ��� ����������� ���*� �� ��� &��� ������
#� �+���� �������$ �� ��$ �������� ������ �� ��������� �+������� ���� PI 	

,� ��� ����� ����# ��� �$����� ��������� ����� *����� ��� ���������� ��������
��������$ ������� ��� ������ �� ����������$ ������� PI �� ���� ���� ����������$
�� ��� ���������	�� .�����# �� � ����# PI �� ��)��*� ��� �� *� ���* �� 1������  #
��� )��*����� �� ���� ����������$ ������� �� ��� ������	 �������$# �� ���)�� ���
������ ������� *� �� ��� ���� ���� �� ����� �� �+�������$	 -�����������# �� �����

��!�� ��� � ����� �������� �	 ��� &-888'N��
 ���������� ������N��� �� �	����� �� � �������
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�� ���� � ������� �� ��� *���� �������� ��� �������� �� ��� ������ �������# PI

���� �� ��������# ���� �� �� ������ )��*����� �� ��# ��� �� �+������ ����� ���
������� ��� ��� ����������� *� ���� ����� PI �� ��������� �� ��� ����������� ��
��� ������������� �� ���� �� ��� ������� *� �+����� ��� ��� �$�������� �� ���
�+������� �� PI �� ������ �����$ �� ��������� ���� ��� ���������� ������� *���
���� ��� ���� ����������� ����������	
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���� ������� �� ������� �� ��� ��&������ �� � ������ �� ���������� ��� �������
��� ������ ������� �� ����� �� ������� 0	�	

.� ��� ������ �������# �������$ ��������� �$ ��� ����� 〈Θ, I, PI , PC , t, C, T 〉#
� &���� ��� Θ �� ��������� ���&��������� �� ����� �������� *��� � ����� I ��
���������	 ��� ��������� ������ �����������$ ��� �� ���� ���� �� �������� i
�� ��������� *��� � ����������$ ��&��� �$ ��� ������� PI 	 ��� ���� �� ��� ����
�������� �� i ����� �$ � ��������� θ �� � ���� t(i) �� � ���������� �������$ ���������
�$ ��� ����������� ������� PC 	 ��� ������ ������� �������� �� &�����# *����� �
���� T # ��� ���� ���&�������� ��������� �� ��� ��������� C# *��� ��� �������� PI

��� PC ��� �	�	��	 ��� � ������ �� ��������� ��� �� �������� �� *���� �� ����
��� ��������� ���&���������	

H� ������ �� ��� �����*��� ���� ��� ��� Θ �� ���&�������� �� &����	 ����
���������� ���� ��� ���� ��$ ������� �� ��� ���� �� ����������� ���������� ���
�� ��� ���� �� �������� ���������� *���� ��� ��&��� �� � &���� ��������	 ,� ���
����� ����# ���������� ���������� ���� �� �� ��������'�� �� ����� �� ����� ���
������� ��������� �� ���� ������	�

(�� ��&��������# �� ��� ��������� �� ��� ������ ������� *� �������� ��� �����%
���� �� ��� ���� �� *���� ��� ��������� C �� �� ������'�� �� ��� �+������ ���� µ ��
��� �������� ����� �$ � ��������� θ �� �� ��������	 ���� �+������ ����# �������$
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�+������� �� ��� ��������

µ(θ) =

∫
c dPC(c|θ, i) dPI(i), L 	8M

������ �� �������� ����$������$ ��� ���� ��������� θ ����� ��� �������� PC

��� PI ��� �	�	��		� -����������# ����� *� ��� ���� �� ����� ������������
��������� �� ����� ��������# ��� ���������� µ(θ)# ��� θ ∈ Θ# ��� �� ��������� ��
� 
���� 1���� ������� LB���������# 8;98M	 .�����# *��� ��������� �� ��� ������
�� ������ �� �	���	��� ���������� �� 1������ 0# ��$ �������� ��������� �� ���
������ �� � ������ ������ ���� PI 	 ,� ��� ����� ����# ��$ ��� �� ��� �����
���&�������� θ �� �� �������� i �� � ������ ������ ���� ��� ����������� �������
PC = PC(c|θ, i)	 ,� ��� ����� �� ���� �������# *� ��� ����������$ ������ �

���� 1���� �������� µ̂ �� ��� �+������ �����	� 
��� ������� �� ��� ��&������ ��
µ̂ ��� ����� �� �������  	8	8	

.� ��� �����*���# *� ����� ��� ���������$ ��� ���� �� *���� ��� ����������� ����
�� �������� ��� ��� ���������# ���� ��# t(i) = t ��� ��� i	� .� ���� ����# ��� ����������
�������� ���� ��� ��������� �� ��� ���� ���&�������� ���� �� ���� *����� �
���� T �� ���������� �� � ���������� �� ��� ��+���� ������ �� �3������	��
*� ��� ����*�� �� �������# *���� �� �+�������� �������� �� � ������ ��� �� �
����� ���&�������� �� � ����� ��������	 5�� �� ������ *��� M = �T/t� ��� �����
������ �� �+��������� ���� *� ��� ����*�� �� �������	�

��� ���� ��������� �������� ��� ������� ��� ������ ������� �� ��� �����������
�������� ���������� �� ���������� �� ����� ����� �� ������������� ��*�� �� ����
��������� ���&��������# ���� ��# �� ������� ��� ���� ������ N = �M/|Θ|�
�� �+��������� �� ���� �� ����	 �������  	� �������'�� &�����# � �����������
�������� ��� ������ �������������� ���� ������ �� 1������ " �� � �������� �� ���
�+���������� ����$���	

.� ����� �� ��&�� �� ��������� ������������ ��� ����������� ��������# ��
��������� ������� ��� &��� �� �� ���������# ������$ ��* �� �������� ��� �+������
����������� �� � ��������� ���&�������� ����� ��� &���� ������ �� �+���������#
��$ N # ���� ���� ���� ��������� ��� ��� ����������	 .� ����������# ��� ��������
�������� ��� ������ �� ��������� ���� ������ �� ���������� ��� ��� ���������� ���#
�� � ����������� ��� ������ �� ���� �� �� ��������� �� ���� �� ����� ���������	
�������  	8 �������� � ������ ���*�� �� ���� ��������	
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��� ����������� �������� �� �������$ ��� ��� ������� �������� �� ��� ���%
��� �������	� � ���� ��&��� ��� �6����� *�$ �� ������ �������������� ���
�� �������� �$ ������������ ��� ���������� �� ��� ���������� ��� �$ ��������
������ ��� ���������� ������� ����� ���� ������ ���� ���������	 ���� �� ��� ����
�	
 �������� �� ������	 �������  	0 �������� ��� ���� ���� �� ����	
 ��� ������
�������������� ��� ���������� ��� ���� ����	
 ���������� *� �������� �� ��� �+%
���������� ����������	 �������  	 ����� ���� ������� �� ��� ���� �������� �� �����
����������# �����$ ��� ������ ���������	

(�����$# ��� ����� ���������� �������� �� �������  	" ��������� ��� �������	

��� �� ���! 
��������" �� ��� 	���#

H��� �� ����� �� ��&���� �� �+���������� ������� ��� ���������� ��� �+������
����������� �� � ����� ���&�������� θ �� � ������������� ����� ���� *� ���
������� � ��+���� ������ N �� ����# ������������� ��� ����� �����������	�

��� �������� �� ���������$� @�� ��	� �	���	���* ��� ��	� ��	�8 ��� ���*���
�$������$ ����� � *��� �����	 ,���� �� �� �������� ���� ���� ���� �� �����%�3 ��
�������� �� ��� ������� .�# ����� �� ��������# ��� ���&�������� θ ����� �� �� �����
������� ��� �������� ������ ��3����� ������� �� ���������� ����# �������������
�$������$ ���� ��� ���� �� ������� ���� ���� �� ���� �������� ��� ��� ���������
�������� �� ����� ��������� ��� ����	 ,� ��� ����� ����# �� θ ���*� � ����� ������
��������# ���$ ���� ��)� ����������� ���� ���� ��� ���� ���������	 .� ��$ ����#
���� �� ���� *���� �� ����� ������$ �� ��� ���� �� ���������� ��� ������ ��� ��
���� ��������� ���$ *���� ����� ���� � ������������� �� �� ��$ ���� � ����������
��������� ��� ���� �� $�� *��� $��� ����������� �� �� ������* ����������#
$�� ���� �� ������� ��� ������� �� ���� ����	 ���$ *���� �������$ ��� ����
�� �� ��������� �� ������� ������ ���� ��������� �� ��� ������� $�� �������# ����
���������� � ��3����� ��������# ��� ������� �$ � ����� ������ �� ����������$	

��� �������� ��������� �� ���� ������� ����� ���� *���� �� ��� �����	�

#���� 1����� �������� � ��� ���������� ���!���

��� �����*��) *� �������� �� ����� �� ��� ������� �� � ������ �� ���������
���������� �� 1������ 0� �� �������� i �� �������� ���� � ����� I �� ���������	
��� ����� ���&�������� θ �� �������� �� ��� ��� t ������� �� i ��� ������ ���
���� �������� s ����� ������ ��� ���R ���� ��# ��� �������� *���� ���� c �� ���

���
��
 �� �� ���� �� �	� � ���������� ���������� ��������
 �� (����� . ��
������5
�C� ����� ��� �� ���� ���
���� ������������� >�� �������	��5 %����������� ���� � �	����

�� �	�����
 ������ ������� >���� ���������� ��
U�� �
��� ���� �������� � ���������� �������
��� �����"� � ���; �� 	�
������
��� �� �� ���	�� 
���	���
 �� ��� �������5 !�� ��� � ����� O	��
6 *������� &344/'5

��� ���	��� ��������
 �� ��� ������� >��� ������	��" ��
� ��������� �� ��������� &344/�'5
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������ ���� ��� ���� ���������� �� ��$ ����� �������� s′ ������� ������ ��� ���	
��� ������� �� ���� �������� �� ������	

.� �� *���� ��������� ���� ���� *� ���� *��� ��� ���� �� *���� ���������
��������� �� I ��� � ������ �����������������	 .� ����������# �� *� ��� ����� 0
���������X��$ ia# ib# ��� icX����� �� ������� ��� ������������� �� ���� *� ���
��� ���� �� ������� �� ��� ���� �� ��� ���� �������� *� *��� ������ ��� ia *��� ��
������ �� ��� ��� *� *��� ������ ��� ib �� ��� ��� *� *��� ������ ��� ic	 ����
� �$�������� �� ��� ��� �����������	 .�����# �� ��� ���� *� ��� ���� �� � ����
��� ����������� ����� ���������# *� ��� �������� � ��������� �� I ���� ���C����
������� I1, I2, . . . , IL *����� ���� �� *���� ��������� ��� �����������������X���
������� 0	0	8 ��� �� �+�����	 ��� ���������� *� ������� ���� ����� *����� ����
�� ��� ���� I1, I2, . . . , IL	 ��� ��������� �� ��� �������� ��� ��� ��� �������������
�� ��� �������� ���������� ������� ���� ����������� �� ��������� �� ��� ������ ��
��������� �����	
 *���� �� � *��� )��*� �����	�� ��������	 ����	�$�� �������
�� 
���� 1���� ����������X��� ��� �+����� B��������� L8;98M		

��������� &4 H� ���� � ���	���� ��� ��� ���������� �� ��� �+������ �������� ��
��� ���&�������� θ# ��� C���� ����������$ ������� P (c, i) = PC(c|i)PI(i)	�


��� ���������� ������4 A������� �	 ��� ����� �� N ��	� �� ��� ��	�
����
���	 θ ��� �����
� �������� �	 ��� ���� I* ���� ��* ��� �3������ ���� �� ��� ���� c
���� ������� �� ��� ���	���� P (c, i) = PC(c|i)PI(i)9

µ = E[c] =

∫
c dPC(c|i) dPI(i), L 	�M

����� ��� �������� E ��	���� ��� �3��������	 ����	 ���� ������� �� ��� B��	� �����
������ P (c, i)+��

�� ���� ���# *� ��� � ��� J �� �+���������# *��� |J | = N 	 (�� ���� �+��������
j ∈ J *� ������� � ���� cj 	 ��� �������$ µ ��� �� ��������� �$ ��� ��������� µ̂�

µ̂ =
1

N

∑
j∈J

cj.

���� ���	�� >�� ���� ��"��
 �� ���� �� ��� ����� �	� �� ���������� ��� ���	��� � ��������
�� �	������" �� �	�#��� �� ������� �������5

�	$�� �� ��;� �� �� �������
 ���
������"� �� �� >��� !������ /5- >� 
��� ���� �� ��������
�� 
����� ��������� �� �� �����	������ θ �� ��
5 ��� ��������� >��� ������ ��������? >� >���
�������� >���� PC(c|i) ����� ��� PC(c|θ, i)� µ ����� ��� µ(θ)� σ2 ����� ��� σ2(θ)� ��

�� ��5 ��� ��	�
 ��� �������� ��" ����	���� ����� �� >��� ������� �������� �� ����������
�� �� � �����
 ����������� �� � ����� ��
 $)�� �����	������ θ5 !������� ���� !������ /53�
>��� >� ������� �� ����������� �� 
�H����� �����	�������� >� >��� �>��� ���; �� �� �	��
�������� ��� ��;�� � ������ >�� �����	������ >� ����� ��5

��+G	����� /53 �� ��������" +G	����� /5- >��� �� ��������� �� � ������� �����	������ θ ��
��������5 !�� %��� -45
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�� �� ���� �������# ��� �� ������� *� ������ K �������� ��������� i1, i2, . . . , iK #
*��� K ≤ N # ��� *� ��� ��� ���&�������� θ ��� n1 ����� �� �������� i1# ��� n2

����� �� �������� i2# ��� �� ��	 ���� ������� �� ����������� � ��� �� �+���������
J *���� �� ����������� �� ������� J1, J2, . . . , JK # *���� |Jk| = nk ���

∑
k nk = N �

���� ������� j �� ��� ������� ������ Jk �� �� �+�������� ���������� �� ������� θ
���� �� �������� ik	

��������� 
4 H� ���� �� �3������	�� �����	
# �� ���� �����$ � �����	
# ���
�������� �� ������� ������� SN = (K, n1, n2, . . . , nK)# ���� ��# ��� �����&������
�� ��* ���$ ��������� ���� �� �� ����������# �������� *��� ��� ������ �� ����
�� ������� �� ���� �� ����	

(�� �����������# *� ���� ��������� ��� �����*��� ���������

��������� )4 .� K ������� N # *� ������ *��� HK|N/K ��� ����
�	���� �������#
���� ��# SN = (K, n1, n2, . . . , nK)# *���� nk = N/K ��� ��� k	 .� ����������#
HN |1 = (N, n1, n2, . . . , nN)# *��� nk = 1 ��� ��� k# �� ��� ������� YN ���������# ���
��� ��� ��������	Z ��������$# H1|N = (1, N) �� ��� ������� Y��� ��������# N ����	Z

��������� �4 .� � ����� �������� P (c, i) = PC(c|i)PI(i)# ��� ��� � ����� �+����%
������ ������� SN = (K, n1, n2, . . . , nK)# ��� ��������� µ̂SN

�� ��� �+������ �����
µ �� ��� ���� c �� ����� �$�

µ̂SN
=

1

N

K∑
k=1

∑
j∈Jk

cj, L 	0M

*���� N =
∑K

k=1 |Jk|# |Jk| = nk# ��� ��������� ik ��� ����� cj ��� �+�������
��������� �� P (c, i)	

��� �����*��� ���������� ��� ���� �� ��� �����*����

��������� -4 ��� �+������ ����� �� ��� ���� c *����� �������� i �� ����� �$�

µi = E[c|i] =

∫
c dPC(c|i).

��������� *4 ��� �������� �� ��� ���� c *����� �������� i �� ����� �$�

σ2
i = E

[
(c− µi)

2|i
]

=

∫
(c− µi)

2 dPC(c|i).

��������� +4 ��� �+������ �����	��	���	�� �������� ���

σ̄2
WI =

∫
σ2

i dPI(i),

���� ��# ��� �+������ ����� *��� ������� �� ��� ������������ �� ��� ��������� �� ���
�������� �� c *����� � ���� ��������	
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��������� ,4 ��� ��������	���	�� �������� ���

σ2
AI =

∫
(µi − µ)2 dPI(i),

���� ��# ��� �������� ������ ��� ��������� �� ��� �+������ ����� �� ��� ���� ���
���� ��������	

#���	 1���� ����� ����%��� � ��� ��������� µ̂SN

/���� &4 �	 � 
���	 ���	���� P (c, i) = PC(c|, i)PI(i)* �	� ��� � 
���	 �3�����
��	�� �����	
 SN = (K, n1, n2, . . . , nK)* ��� ���������� �� �����	�	
 ��� �������
�	���	��� i1, i2, . . . , iK �	� ��� ������� ������ c1, c2, . . . , cN �	 ����� µ̂SN

�� �����
�� 
���	 ��9

P (i1, i2, . . . , iK , c1, c2, . . . , cN) =
K∏

k=1

PI(ik)
∏
j∈Jk

PC(cj |ik),

����� PI(ik) �� ��� ���������� �� �����	
 �	���	�� ik* �	� PC(cj|ik) �� ��� �����
������ �� �����	�	
 ��� ���� cj �� ���� ����� �	 � ��	 �� ��� ��	�
������	 θ �	
�	���	�� ik+

�����+ ��� K ��������� ��� ������� ������������$ ��������� �� ��� ����������$
������� PI(i)	 ��������$# ��� ����� c �������� �� � ����� �������� i ��� �������
������������$ ��������� �� PC(c|i)	 ��� C���� ����������$ �� ��������� ��� �������
�� ��� �����	

������� &4 �	 � ���	�����* ������������� �� ��� �����	
 SN * ���� ��* �� ��� K
�	� nk ���� k = 1 . . .K ��� �������* µ̂SN

�� �	 �	������ ��������� �� µ+

�����+ ��� ����� �� ��������� ��� �� ����� ���$ ��� ��� ��)� �� ���������������

∫
µ̂SN

dP (µ̂SN
) =

∫
1

N

K∑
k=1

∑
j∈Jk

cj

K⊙
k=1

dPI(ik)
⊙
j∈Jk

dPC(cj |ik)

=
1

N

K∑
k=1

∑
j∈Jk

∫
cj dPC(cj|ik) dPI(ik) = µ.

���� �� �����>���� >�� �� ��������?∫
f(x1, x2, . . . , xL)

L⊙
l=1

dP (xl),

>� 
����� �� ��G	���� �� �����
 ���������∫∫
· · ·
∫

f(x1, x2, . . . , xL) dP (x1) dP (x2) . . . dP (xL).



 	8	 =�* ���$ ���������# ��* ��� ����V 9;

.� ����������# µ̂H1|1 # ����� �� � ������ ��� �� � ������ ��������# �� �� �������� ��%
������� �� µ# �������������$ �� *���� �������� �� ����������# �������� �� �� ��������
���� I ��������� �� ��� �	�	��	 ����������$ PI(i)	�� ��������$# ��� ���������
µ̂H1|N ����� �� N ���� �� ��� ������ �������� �� �������� �� *��� �� µ̂HN/10|10
*���� ��������� N/10 ���������# 10 ���� ��� ��������	

#���� .����� ����� ����%��� � ��� ��������� µ̂SN

��� �������� ���������� ���� ��� �� *������ �� ��� ���� ����� �� >�������  	0
��� ��������� ���������� ��� *��� �������� ����� �+������ ��������	 -����������#
���$ ��3�� ��� *��� �������� ������ ����� ����������	 H� ��� ��������� ����������
���� �� &����� ��� ���� ��	����������	�� ��������� *��� ��� ����� ������ N
�� �+��������� �� &+��	 .� ������ *����# *� *��� �� ���*�� ��� ���������

�� � ��	 ��	 N = 100 �3������	��* ����� � ��	����� &�) 1 �	���	��
�	� 100 ��	�C &��) 10 �	���	��� �	� 10 ��	� �	 ����C &���) 100 �	���	��
�	� 1 ��	
� ��	 �	 ����C �� ���� ���8

/���� 
4 �	 � 
���	 ���	���� P (c, i) = PC(c|i)PI(i)* �	� ��� � 
���	 �3����
���	�� �����	
 SN = (K, n1, n2, . . . , nK)* ��� �����	�� �� ��� ��������� µ̂SN

��

���	 ��9 ∫

(µ̂SN
− µ)2 dP (µ̂SN

) =
1

N
σ̄2

WI +

∑K
k=1 n2

k

N2
σ2

AI.

�����+ .� ��������

∫
(µ̂SN

− µ)2 dP (µ̂SN
) =

∫ ⎛
⎝ 1

N

K∑
k=1

∑
j∈Jk

cj − µ

⎞
⎠

2
K⊙

k=1

dPI(ik)
⊙
j∈Jk

dPC(cj |ik) =

=

∫ ⎛
⎝ 1

N

K∑
k=1

∑
j∈Jk

(cj − µik + µik − µ)

⎞
⎠

2
K⊙

k=1

dPI(ik)
⊙
j∈Jk

dPC(cj |ik),

.� �����*� �����∫
(µ̂SN

− µ)2 dP (µ̂SN
) =

=
1

N2

K∑
k,k′=1

∑
j∈Jk
j′∈Jk′

∫
(cj − µik)(cj′ − µik′ ) dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′)+

0����1

���� ���� ��� PI(i) �� 	�;��>� 
��� ��� ���� ��� ��" �������? �� ��
�� �� ������ ��
�������� i � ������
 ���� I �����
��� �� �� 	�;��>� PI(i) �� �� �	M����� �� ��;� ���
���"
��" �� �� ��������� ��� ������ �� �� ����� 
�������
 ������ �� ���������? ���F� ��" �� �� �
���A
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+
1

N2

K∑
k,k′=1

∑
j∈Jk

j′∈Jk′

∫
(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′)+ 0����1

+
1

N2

K∑
k,k′=1

∑
j∈Jk

j′∈Jk′

2
∫

(cj − µik)(µik′ − µ) dPC(cj |ik) dPI(ik) dPI(ik′). 0����1

5�� �� ��* �������� ��� �$ ��� ��� ����� ������� ����� ��  	 �#  	 �# ���  	 �	

!##��# �4��� �� k �= k′# �� ��������

∫
(cj − µik)(cj′ − µik′ ) dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) =

=
∫

(cj − µik)
0

dPC(cj |ik) dPI(ik)
∫

(cj′ − µik′ )
0

dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) = 0.

��������$# �� k = k′ ��� j �= j′# �� ��������

∫
(cj − µik)(cj′ − µik′ ) dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) =

=

∫ (∫
(cj − µik)

0
dPC(cj |ik)

∫
(cj′ − µik)

0
dPC(cj′ |ik)

)
dP (ik) = 0.

,� ��� ����� ����# �� k = k′ ��� j = j′# �� ��������

∫
(cj − µik)(cj′ − µik′ ) dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) =

=
∫

(cj − µik)2 dPC(cj |ik) dPI(ik).

����# ������  	 � ������� ���

1
N2

K∑
k=1

∑
j∈Jk

∫
(cj − µik)2 dPC(cj |ik) dPI(ik).

!##��# �4�� ����� ��� ��������� �� ����������� ���� j ��� j′# �� ��������

1
N2

K∑
k,k′=1

∑
j∈Jk
j′∈Jk′

∫
(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′) =

=
1

N2

K∑
k,k′=1

|Jk| · |Jk′ |
∫

(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′).
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.� k �= k′# �� ��������

∫
(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′) =

=
∫

(µik − µ)
0

dPI(ik)
∫

(µik′ − µ)
0

dPI(ik′) = 0.

,����*���# �� k = k′# �� ��������∫
(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′) =

∫
(µik − µ)2 dPI(ik).

����# ������  	 � ������� ���

1
N2

K∑
k=1

|Jk|2
∫

(µik − µ)2 dPI(ik).

!##��# �4�	� �� ��������∫
(cj − µik)(µik′ − µ) dPC(cj |ik) dPI(ik) dPI(ik′) =

=

∫ (
(µik′ − µ)

∫
(cj − µik)

0
dPC(cj |ik)

)
dPI(ik) dPI(ik′) = 0,

����# ������  	 � �� ����������$ ����	

.� ������� ����������

∫
(µ̂SN

− µ)2 dP (µ̂SN
) =

1

N2

K∑
k=1

∑
j∈Jk

∫
(cj − µik)

2 dPC(cj|ik) dPI(ik)+

+
1

N2

K∑
k=1

|Jk|2
∫

(µik − µ)2 dPI(ik).

,� ��� ����� �� �&������� 7 ��� 9 *� ��� *�����∫
(µ̂SN

− µ)2 dP (µ̂SN
) =

1

N2

K∑
k=1

|Jk| σ̄2
WI +

1

N2

K∑
k=1

|Jk|2 σ2
AI.

B���������� ����
∑K

k=1 |Jk| = N ��� ���� |Jk| = nk# �� ��������∫
(µ̂SN

− µ)2 dP (µ̂SN
) =

1

N
σ̄2

WI +

∑K
k=1 n2

k

N2
σ2

AI.
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5�� �� �� ���) �� ��� �������� ��������� H��� ��� ���������� ���� ��� ����� ������
�� ���� ���� �� N # *��� �� ��� ������� ������ �� ��������� �� �������� ��� ��*
���$ ���� �� ������� �� ����V

������� 
4 ��� �����	�� �� µ̂SN
�� ��	������ �� ��� �3������	�� �����	
 S̄N =

HN |1* ���� ��* �� ��� �����	
 DN �	���	���* �	� ��	 ��� �	���	��+E

�����+ ��������� �� 5���� �# ��� �������� �� µ̂SN
���

∫
(µ̂SN

− µ)2 dP (µ̂SN
) =

1

N
σ̄2

WI +

∑K
k=1 n2

k

N2
σ2

AI.

����� ��� &��� ������ ���� ��� ������ �� SN = (K, n1, . . . , nK)# *� ��� �����
�� ��� ������'����� �� ��� ������	 
�������# ����� N �� &+�� ��� σ2

AI �� ��� ��
��� �������# *� ����� �� ��� ������'����� ���

C(SN ) =

K∑
k=1

n2
k, ����� ��� �����������

K∑
k=1

nk = N.

5�� �� ������ ��*# �$ *�$ �� �������������# ���� �� �+���������� �������
SN = (K, n1, . . . , nK) �+���� *���� �� ��3����� ���� S̄N = HN |1# �����&�� ���
����������# ��� *���� ������'�� CR ���� ��# SN �� ���� ���� C(SN) ≤ C(S ′

N )#
��� ��� S ′

N 	 1�����$# �� ���� �� K ≤ NX�����*��� ��� ���������� *���� ��� ��
�����&��	 .�����# ���� ��������$# �� ���� �� K < N ������� �����*��� �� *����
�� ��������$# �� ����� �� ������$ ��� ����������# �� ��� nk = 1 ��� ��� k ���# ��
���� ����# *� *���� ���� ���) �� ��� �������� ��������� �� �� ������	 .� K < N #
�� ����� �� ������$ ��� ����������# ����� ���� �+��� �� ����� �� ����+ q ��� *����
nq > 1	

,� ��� ����� �� ��� �+���������� ������� SN *� ��� ��������� ������� �������
S ′

N = (K ′, n′
1, . . . , n

′
K ′) *���� K ′ = K + 1# n′

q = nq − 1# n′
K ′ = 1# ��� n′

j =
nj �����*���	 .� �� ��������� �� ����) ���� ���� ������ �������� �����&�� ���
���������� �� SN ����	 
�������# �� ��������

C(S ′N ) =
K ′∑
k=1

n′2
k =

K∑
k=1

n2
k−n2

q +n′2
q +1 = C(SN )−n2

q +(nq−1)2+1 = C(SN )−2(nq−1).

����� nq > 1# ��� ���� 2(nq − 1) �� �������$ �������� ��� ��� �+���������� �������
S ′

N �� ���� ������ ���� SN # *���� �� � �������������	

��������� &4 ��� �����	�� �� ��� ���� ��������� µ̂HN|1 ��9

E
[
(µ̂HN|1 − µ)2

]
=

1

N

(
σ̄2

WI + σ2
AI

)
.

�����+ .� �����*� ��������$ ���� 5���� �	
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��������� 
4 µ̂HN|1 �� � ��	�����	� ��������� �� µ* ���� ��* �� ��	���
�� �	 �����
������ �� µ9

lim
N→∞

Prob
{
|µ̂HN|1 − µ| > ε

}
= 0, ∀ε > 0

�����+ ��� ����� �������� �������$ ���� 1�������$ 8	 .�����# µ̂HN|1 ���������
�� µ �� ��� ���	 �$���� ������ �������� ���� σ̄2

WI ��� σ2
AI ��� &����# �� N

����� �� ��&���$# E
[
(µ̂

N|1 − µ)2
]
��������� �� '���	 ��� ��������� �����*�# �����

����������� �� ���	 �$���� ������� ����������� �� ���������� L��������# 8;;8M	

.� �� ����������� �� �������� ���� � ��������� �+����� ���� �������� ��� ����
��������� µ̂HN|1 *��� ����� �������� ���������� �� µ	 (�� ��&��������# ��� ��
������ �� ���� �+����� ���� ��� ����� ������ �� ���� �� &+�� �� N = 100# ���
��� �� ����$ ��� �������� �� ��� ���������� ���� ��� �������� ����� ��� �����*���
����� ��3����� �+���������� ��������� L�M N ���������# ��� ��� ��� ��������# L��M 8�
���������# 8� ���� ��� �������� ���# &����$# L���M ��� ������ ��������# 8�� ����	
(��� 5���� � �� ��������

$������ &� 8�� ���������# 8 ��� ��� ��������X���� ��������� ���������
�� ������� �	

E
[
(µ̂H100|1 − µ)2

]
=

1

100
σ̄2

WI +
1

100
σ2

AI.

$������ 
� 8� ���������# 8� ���� ��� ��������	

E
[
(µ̂H10|10 − µ)2

]
=

1

100
σ̄2

WI +
1

10
σ2

AI.

$������ )� 8 ��������# 8�� ����	

E
[
(µ̂H1|100 − µ)2

]
=

1

100
σ̄2

WI + σ2
AI.

H���� ��� ����� �������� ��� �� ��� ���� *�$ �� ��� ���6����� �� ��� &��� ����# �
��3������ ������� ��� *��� �������� ��� ���6����� �� ��� ������ ����� ��������
� ��� 0 ���� �� �6������$ ������ ��� ������������ �� ��� ��������	���	�� ��������	
��� �������� $������ �$ ��� ����� �������� �� ����� ���$ �� ��� ������� ���� ��
*���� ��� ��������	���	�� �������� �� ����# ���� ��# *��� ��� ��������� ����� ���
���� �+������ ���� µ = µi# ��� ��� i ∈ I	

 ����� 8+ �������� ��� ��������� µ̂H10|10 ���������� �� ������� � �� ���� �����
�2���	� ���� ��� ���� µ̂H100|1 ���������� �� ������� 8# �� �� ����������� ����������	
,� ��� ����� ����# ��� ��������� µ̂H1|100 ����� �� ������� 0 �� ��� ����������X
����� ��� ��� ������� ���� �� *���� σ2

AI = 0	
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 ����� �+ .� ������ �� ������� ���� �� �������� �+���� �� *���� ��� ���������
µ̂HN|1 $����� � ������ �������� ���� ��$ ����� ��������� µ̂SN

	 ���� ��# �� ������
������� �+���� ���� YN ���������# ��� ��� ��� ��������#Z �������������$ �� ���
�������� PI ��� PC 	

��������� )4 ��� �����	�� �� ��� ���� c �����	�� �� ��� 
���	 ��	�
������	 θ
�	 ��� ���� ���� I �� �	���	��� ��	 �� ���������� �	 ��� �����* ��� �3������
*�����%�������� �����	�� �	� ��� ������%�������� �����	��9

σ2 = E
[
(c− µ)2

]
= σ̄2

WI + σ2
AI.

�����+ ��� ������ �����*� ����������$ 1�������$ 8 �� *� ������ ���� ��� ��������
�� ��� ���� c �� ����� �� ��� �������� �� �� ��������� µ̂H1|1 = c ����� �� � ������
������	

��� �+������ �����	��	���	�� �������� σ̄2
WI �������� ��* ��3����� ��� �� ���

����� c �������� �$ ��� ���&�������� θ �� ��� ������������� �� ��3����� ���� ��
��� ���� ��������R ���� �������$ �� �������� ���� ��� �������� �� I	 ,� ��� �����
����# ��� ��������	���	�� �������� σ2

AI �������� ��* ��3����� ��� ��������� ���
��� ���� ��� ����� ��� *��� �������� ��� �+������ ����� �� ��� ���� �������� �$
��� ����� ���&�������� θ	

 ����� 0+ ��)�� ��������# 1���������� 8 ��� 0 ��� C��� ��� ���������# �� � ���%
��������� �������# �� � ����� ��� *��� )��*� �������$ �� ��� �������� �� ���������
��������� �� ���������� ����������� /���� �� ���������� ���������� �������� x *���
E[x] = µ ��� E

[
(x−µ)2

]
= σ2# ��� �������� �� µ̂N = 1/N

∑N
j=1 xj # *���� xj ���

������������$ �����'������ �� x# �� ����� �$ E
[
(µ̂N − µ)2

]
= σ2/N 	

#���# 2�� ������� �����!�� ���������

�������$ ����� *��� �� �������� ��� �����
� ������ ��3����� ��������� �� ���
�����
�� �� ��� ������� �������� ��� ���� �� ��� ���������� ���������	 (������$#
���� ��������� ���

��������� .4 ��� ��������� µ̃SN
�� ����� �$�

µ̃SN
=

1

K

K∑
k=1

(
1

nk

∑
j∈Jk

cj

)
.

 �����  + .� ��� �� ����������$ ����&�� ���� �� ��� �+���������� ������� ��
�����������# ���� ��# �� SN = HK|N/K # ���� µ̃HK|N/K

= µ̂HK|N/K
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������� )4 µ̃SN
�� �	 �	������ ��������� �� µ+

�����+ ��� ����� �� ��������� ��� �� ����� ���$ ��� ��� ��)� �� �������������

∫
µ̃SN

dP (µ̃SN
) =

∫
K∑

k=1

∑
j∈Jk

cj

nkK

K⊙
k=1

dPI(ik)
⊙
j∈Jk

dPC(cj|ik)

=
K∑

k=1

∑
j∈Jk

1

nkK

∫
cj dPC(cj |ik) dPI(ik) = µ.

/���� )4 �	 � 
���	 ���	���� P (c, i) = PC(c|i)PI(i)* �	� ��� � 
���	 �3����
���	�� �����	
 SN = (K, n1, n2, . . . , nK)* ��� �����	�� �� ��� ��������� µ̃SN

��

���	 ��9 ∫

(µ̃SN
− µ)2 dP (µ̂SN

) =
1

K2

K∑
k=1

1

nk

σ̄2
WI +

1

K
σ2

AI.

�����+ .� ��������

∫
(µ̃SN

−µ)2 dP (µ̃SN
) =

∫ ⎛
⎝ K∑

k=1

(
1

nkK

∑
j∈Jk

cj

)
− µ

⎞
⎠

2
K⊙

k=1

dPI(ik)
⊙
j∈Jk

dPC(cj |ik) =

=

∫ ⎛
⎝ K∑

k=1

∑
j∈Jk

cj − µik + µik − µ

nkK

⎞
⎠

2
K⊙

k=1

dPI(ik)
⊙
j∈Jk

dPC(cj |ik).

.� �����*� �����∫
(µ̃SN

− µ)2 dP (µ̃SN
) =

=
K∑

k,k′=1

∑
j∈Jk
j′∈Jk′

∫
cj − µik

nkK

cj′ − µik′

nk′K
dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′)+ 0��>�1

+
K∑

k,k′=1

∑
j∈Jk

j′∈Jk′

∫
µik − µ

nkK

µik′ − µ

nk′K
dPI(ik) dPI(ik′)+ 0��>�1

+
K∑

k,k′=1

∑
j∈Jk

j′∈Jk′

2

∫
cj − µik

nkK

µik′ − µ

nk′K
dPC(cj |ik) dPI(ik) dPI(ik′). 0��>�1

5�� �� ��* �������� ��� �$ ��� ��� ����� ������� ����� ��  	"�#  	"�# ���  	"�	
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!##��# �4-�� �� k �= k′# �� ��������∫
cj − µik

nkK

cj′ − µik′

nk′K
dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) =

=

∫
cj − µik

nkK

0
dPC(cj |ik) dPI(ik)

∫
cj′ − µik′

nk′K

0
dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) = 0.

��������$# �� k = k′ ��� j �= j′# �� ��������∫
cj − µik

nkK

cj′ − µik′

nk′K
dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) =

=

∫ (∫
cj − µik

nkK

0
dPC(cj |ik)

∫
cj′ − µik

nkK

0
dPC(cj′ |ik)

)
dP (ik) = 0.

,� ��� ����� ����# �� k = k′ ��� j = j′# �� ��������∫
cj − µik

nkK

cj′ − µik′

nk′K
dPC(cj |ik) dPI(ik) dPC(cj′ |ik′) dPI(ik′) =

=

∫
(cj − µik)2

(nkK)2
dPC(cj |ik) dPI(ik).

����# ������  	"� ������� ���

1
K2

K∑
k=1

⎛
⎝ 1

n2
k

∑
j∈Jk

∫
(cj − µik)2 dPC(cj |ik) dPI(ik)

⎞
⎠ .

!##��# �4-� ����� ��� ��������� �� ����������� ���� j ��� j′# �� ��������

K∑
k,k′=1

∑
j∈Jk

j′∈Jk′

∫
µik − µ

nkK

µik′ − µ

nk′K
dPI(ik) dPI(ik′) =

=
1

K2

K∑
k,k′=1

∫
(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′).

.� k �= k′# �� ��������

∫
(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′) =

=
∫

(µik − µ)
0

dPI(ik)
∫

(µik′ − µ)
0

dPI(ik′) = 0.
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,����*���# �� k = k′# �� ��������∫
(µik − µ)(µik′ − µ) dPI(ik) dPI(ik′) =

∫
(µik − µ)2 dPI(ik).

����# ������  	"� ������� ���

1
K2

K∑
k=1

∫
(µik − µ)2 dPI(ik).

!##��# �4-	� �� ��������∫
cj − µik

nkK

µik′ − µ

nk′K
dPC(cj |ik) dPI(ik) dPI(ik′) =

=

∫ (
µik′ − µ

nk′K

∫
cj − µik

nkK

0
dPC(cj |ik)

)
dPI(ik) dPI(ik′) = 0.

����# ������  	"� �� ����������$ ����	

.� ������� ����������

∫
(µ̃SN

− µ)2 dP (µ̃SN
) =

1

K2

K∑
k=1

(
1

n2
k

∑
j∈Jk

∫
(cj − µik)

2 dPC(cj |ik) dPI(ik)

)
+

+
1

K2

K∑
k=1

∫
(µik − µ)2 dPI(ik).

,� ��� ����� �� �&������� 7 ��� 9 *� ��� *�����∫
(µ̃SN

− µ)2 dP (µ̃SN
) =

1

K2

K∑
k=1

1

nk
σ̄2

WI +
1

K
σ2

AI.

5�� �� �������� ��� ���6����� �� ��� &��� ����	

/���� �4 0�� � 
���	 K < N �	� �	��� ��� �������� ��	�����	�
∑K

k=1 nk = N *

��� $��	���� C(SN ) =
∑K

k=1(1/nk) �� ��	������ �� �	� �	� �� maxk nk−mink nk ≤
1* ���� ��* nk = N/K ∀x ���	 K ������� N * �� nv = n ��� K − r �����	�� nv �	�
nw = n + 1 ��� ����� r �����	�� nw* ����� n �	� r ��� $�����	� �	� ���� �� ���
�	��
�� �������	 �� N �� K* �����������+ 0�� ��� 
���	 K* ��� ������ ���� ��
��� ��	����	 C �� ���������

C(S̄N |K) =
K − r

n
+

r

n + 1
.
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�����+ .� ����� �� ����� ��� ���������# ��� �� ������ �$ *�$ �� �������������#
���� ��� ������� SN = {K, n1, . . . , nK} *��� maxk nk − mink nk > 1 ������'��
C(SN ) *���� ������$��� ��� �������� ����������	 5�� ������� ( = arg maxk nk ���
 = arg mink nk# *� ���� ���� n� − n� − 1 > 0	 H� ��� �������� � �������
S ′

N = {K, n′
1, . . . , n

′
K} *��� n′

�
= n� + 1# n′

�
= n� − 1# ��� n′

k = nk# �����*���	
1�����$ SN �����&�� ��� �������� ����������	 
�������# �� ��������

C(S ′N ) =
K∑

k=1

1
n′

k

= C(SN )−
(

1
n�

+
1

n�

)
+
(

1
n′
�

+
1

n′
�

)
=

= C(SN )− n� + n�
n�n�

+
n′
� + n′

�

n′
�n′

�

= C(SN )− n� + n�
n�n�

+
n� + 1 + n� − 1
(n� + 1)(n� − 1)

=

= C(SN )− n� + n�
n�n�

+
n� + n�

n�n� + n� − n� − 1
.

����� ��� n� − n� − 1 > 0# ��� ������ �������� �� ������� ���� ��� &��� ���
���� C(S ′

N) < C(SN )# *���� �� � �������������	 �� �������� ��� ���� *� ���� ��
������� ���� ��� � ����� F# ��� �������� �������� ��� *���� maxk nk −mink nk ≤ 1
�� �����&�� ��� C��� ������������ �� ��� ���� ��� {n1, n2, . . . , nK}# *���� ��� &���
r �������� ���� ����� n + 1 ��� ��� ����� K − r �������� ���� ����� n	 ���
���� �������� ����� ��������� ��� ���� ����� �� ��� �������� C# *���� �� ������$
��������� ����� ����������� �� ��� �������# ��� ���� ��� �� ���� ������'� ��	
��� ��������� �� ��������� ��������$ ��� ��6�����	 ��� ���� �� ��� ���������
�����*� ��������$	

/���� -4 0�� �	� ������� �����	
 SN = {K, n1, . . . , nK} ���� �������� ��� ���
������ ��	�����	�

∑
k nk = N * �� ������9

1

K2

K∑
k=1

1

nk
≥ 1

Kn
,

����� n �� ��� ����� �� ��� �	��
�� �������	 �� N �� K+

�����+ (��� 5����  �� �����*� ���� ��� ��$ ������� ������� SN #

1

K2

K∑
k=1

1

nk
≥ 1

K2

(
K − r

n
+

r

n + 1

)
=

1

K

(
K − r

K

1

n
+

r

K

1

n + 1

)
.

��� �*� ������� �� ����������� �� ��� ���� ���� ��������� � *������� ������� ��
1/n ��� 1/(n + 1)# *��� *������ (K − r)/K ��� r/K# �����������$	 ��� ����� ��
����������� �� ��������� ����������� �� ���$ ���*��� 1/n ��� 1/(n + 1)# �����

1

Kn
≤ 1

K

(
K − r

K

1

n
+

r

K

1

n + 1

)
≤ 1

K(n + 1)
.

��� ��������� �����*�	
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������� �4 �	 �	� ���	���� P (c, i) = PC(c|i)PI(i)* ��� �	� 
���	 	����� ��
���� ��	� N * ��� ��������� µ̃SN

�� 	�� ������ ���	 ��� ��������� µ̂HN|1 ��� ����
��	���	� ��� �����	�� �� ��� ��������+

�����+ 5�� �� ������ ���� ��������� �� 1�������$ 8# ��� �������� �� µ̂HN|1 ���

E
[
(µ̂HN|1 − µ)2

]
=

1

N
σ̄2

WI +
1

N
σ2

AI.

��������� �� 5���� 0# ��� �������� �� µ̃SN
���

E
[
(µ̃SN

− µ)2
]

=
1

K2

K∑
k=1

1

nk

σ̄2
WI +

1

K
σ2

AI.

5�� �� ������� ��� ���6������ �� σ2
WI ��� σ2

AI �� ��� �*� ���������	 ��������� ��
5���� "# 1/K2

∑K
k=1 1/nk ≥ 1/Kn# *���� n �� ��� ������ �� ��� ������� ��������

�� N �$ K	 ��������� Kn ≤ N ���

1

K2

K∑
k=1

1

nk
≥ 1

N
. L 	:M

,� ��� ����� ����# K ≤ N ��� ���������

1

K
≥ 1

N
. L 	7M

.� ���� ������������  	: ���  	7# ��� ����� ���� ����� �� ��� ���$ �� µ̃SN
= µ̂HN|1 	

#���' �������

1��������� ��� ������� �� ���������� �� ��� ����� �� N ���� ��� �+������ �����%
��� �� � ����� ���&�������� θ �� � ������������� �� � ����� �� ���������# ����������
��� ������ ��� �� N ��3����� ��������� ���������� ���� ��� �������� �� ��� ����%
���� �� ������'��	 ��$ ����� �+���������� ������� ����� ����� �6����� �� �����
�� ��������� �� ��� ��������	 .� ����������# *� ���� ���*� ���� ��� ����� ��������
��� �� ���������� �� �*� ������ ��� �+������ �����	��	���	�� �������� ��� ���
��������	���	�� ��������	 � ���������� �+���������� ������� ����� �� ��� �� ���
������	

1������$ �� ������� ������# ����� �� �� �����%�3 �������� �� ��� ��&������ ��
��� �+���������� ������� *��� ��� ����� ������ �� ���� �� &+��	 ��� �������
YN ���������# ��� ��� ��� ��������Z �� ���*� �� �� �	������ ��� ���� ������ ���
�������� ���������# ���� ��# �������������$ �� ��� ����� ���*��� �+������ �����	�
�	���	�� �������� ��� ��������	���	�� ��������	



8�� 1������  	 ������ ��� ������ ��������������

��� ��� ����������� ���	����

.� ��� ������� ���� ��������� ��� ������ �� T ��� ���� ������ �+�������� ���� ��� �
���� t# ��� ����� ������ �� �+��������� ���� ��� �� ��������� �� M = �T/t�	 .� �
����������� ��������# ��� ������������� ��*�� �� �����$ ��������� �� ��� ��3�����
���������� �� Θ	 >��� �� ���� �� ��������� ������ N = �M/|Θ|� ����� �� ����� ��
������ ��� ��������� µ̂(θ1), µ̂(θ2), . . . , µ̂(θ|Θ|) �� ����� �+������ ����������� �� ���
����� I �� ���������	 (����*��� ��� ����������� ������� ��������� �� �������  	8#
��� ������� ���������� �� ��� ����*�� N �+��������� �� �� ��������� �� ����
���&�������� �������� �� ������� ���� ���&�������� ���� �� N ��3����� ���������
������� ��������� �� ��� ��)��*� ������� PI 	

,� ��� ����� �� ����� ��������# *� ��� ��&�� &�����# ��� ������� ��������� ��
��� ����� ��&��� �� �������  	8# ������������ ��� ����������� ��������	 .� &���
���# N ��������� ��� �������$ ������� ��������� �� ��� ��)��*� ������������ PI 	
��� ����� ��������� ���&��������� �� ��� ������������� �� ���� ��� ������ ���� ��
��� �������� ���������	 ,� ��� ����� �� ��� �������� �������# ��� ���� ��������� θ
�� �������� µ̂(θ) �� ��� �+������ ����������� µ(θ) �� ��� ����� I *��� ������� ��
��� ������$��� ������� PI �� ��������	 ��� ��������� θ̃ ��� *���� ��� ���������
�+������ ����������� �� ��� ����# �� ���� ��������	 (�����  	8 ����� � �����������
�� ��� ��������� &����� �� ������%����	

.� �� *���� �������� ���� ���� ��� �����$ ������������ �� &����� ��� ������%
�����$ �������	 ����� ��� ���$ ����� �� ����������� *� ���� �� ������ ����� ����
��������� ���&�������� �� C��� �� �������� �� ��� �+������ �����������X���� ��#
��� ��������� ���� �� ��� ������� �������� �� N ��3����� ���������X��� �����
��� ���� �� N ������ ��� �� �������� ������������$#�� *� �����$ ���� �� �����
��� ������� �������� ��� ���� ���������	 �� ����$ �� ������ |Θ| �������� ���������
��� *���� ����������� �� ��� ������� �����������	

����� ��� ��������� &����� ������� �� ��� ���� ������# ���������$ �������#
������ ��������$ ���������� ��� ������� *�$ �� ������� ��� ������ ������� ��%
&��� �� ������� 0	�# �� *��� ����� �� � �������� �� ��� �+���������� ����������
*� ������� �� 1������ "� 1�����$# *� ������ �� �����&�� *��� ��$ ������ ��%
������� �� �� ���� ��� ���* �� �� ���� �� ���������� &�����	 ��*�$� *��� ���
��� �� ��������� ��� �������� �6�����$ �� ������ ���������� *��� ������� �� ���
����������� ��������# *� ��&�� ��� �����$ '���� �� � ���������� �� ������ �	����
����������	 .� ����������# *� �������� '����)# '����*# ��� '����+, *���� ���
�����$ ��� ���� ��������� &����� ��� *��� � ������ �� ����� �+��������� ���%
������� *���� �� �*�# &��# ��� ��� ����� ������# �����������$	 ��� ������%���� ��
����� ����������# ������ �����������$ �������# �� ����� ��� ��� ��)� �� ������������
�� (�����  	0	

��!�� �� ���	
�=��
� �� �� �	������ update mean ����� �� $��	�� /535
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���	���� Brutus(M)

# Number of experiments for each candidate

N = floor
(
M/|Θ|

)
# Allocate array for storing estimated

# expected performance of candidates

A = allocate array
(
|Θ|

)
��� (k = 1; k ≤ N ; k++) #�

# Sample an instance according to PI

i = sample instance()

�����	� θ �� Θ #�
# Run candidate θ on instance i

s = run experiment(θ, i)

# Evaluate obtained solution

c = evaluate solution(s)

# Update estimate of expected

# performance of candidate θ

A[θ] = update mean
(
A[θ], c, k

)
#���

#���
# Select best configuration

θ̃ = which min(A)

������ θ̃

(�����  	8� ������%���� �� ��� &����� ��������� ��� ������ ��������������	

���	���� update mean(a, c, k)

������
(
a ∗ (k − 1) + c

)
/k

(�����  	�� (�� ��� ��)� �� ������������# *� ���� ���� ��� ��&������ �� ��� ����%
���� update mean# ���*����������� ��� ���������$	



8�� 1������  	 ������ ��� ������ ��������������

���	���� Cheat2(M)

������ Brutus(2∗M)

���	���� Cheat5(M)

������ Brutus(5∗M)

���	���� Cheat10(M)

������ Brutus(10∗M)

(�����  	0� ��� ��������� '����)# '����*# ��� '����+, �����$ ��������� ���
����������� �������� �� � ������ Y������Z *�$� ���$ ������ ������ �� � ���� ��
��� �������� &����� *��� � ������ �� ����*�� �+��������� ���� �� �����������$ �# "#
��� 8� ����� ������ ���� M 	 ����� ���������� ��� ���������� �� ��� �+����������
���������� ��������� �� 1������ " ��� ��������� ��� �������� �6�����$ �� ���
����	
 �������� *��� ������� �� ��� ����������� ��������	

��� ��� �	�
�� ���	����

���� ������� ���������� � �����$ �� ���������� ��� ������� ��� ������� �� ������
�������������� �� ��&��� �� ������� 0	�� ��� �����$ �� ����	
 ���������� L2����%
���� �� �+# ����M	 ����� ���������� ��� �������� �$ ��� ��������� $��%���� ����

���������� �$ 
���� [ 
���� L8;; M ��� ������� ��� ����� ��������� ������� ��
������� ��������	��

��� ���� ���� ������$��� � ����	
 �������� �� ���� ��� ���������� �� ���
����������� �� � ��������� ���&�������� θ �� ��� ������������� �� ���� ��� ��
��������� ������������$	 .�����# ��� ��������� ����

µ̂k(θ) =

k∑
j=1

cθ
j ,

�� ��� ������� �������� �� ��$ k �+��������� �� �� �������� �������� �� ���
���������

µ(θ) =

∫
c dPC(c|θ, i) dPI(i), L 	9M

�������� ���� ��� ��������� i1, i2, . . . , ik *���� ��� ���������� ��� ������� ������%
��� �� ��� ������� PI # ��� ��� �������� ����� cθ

1, c
θ
2, . . . , c

θ
k �� ��� ���� ���������

����� �� � ��� �� ���� t �$ ��� ���&�������� θ �� ��� ������������� �� ����
��� ����� ��������� ��� � �����'����� �� ���������� ��������� ��������� �$ ��� ��%
)��*� ����������� �������� PC(c|θ, i1), PC(c|θ, i2), . . . , PC(c|θ, ik)# �����������$	
2��� ����� ���������� ��� �����&�� �$ ��&������ �� *� �����$ �������� ��� ��%
��� ��� ����� ��� ��������� ���� ������ �� ��� ������ �� ��������� ��������� ��
1������ 0# ��� �� ���� �� ���� *� ��� ���� ��� ���&�������� θ �� ��� ����%
���������	 
�������# �� ��� ����� �� ��� ������� ����� �� �������  	8# �����*���
���� � ��������� ���� ���������� �� ������� ��� ������ ��� �� ���� ��������#

��!�� !������ 35359 ��� � 
���������� �� �� �������� ������ ��������� �� �����
	��
 �� ��
������ �������� �������	��� ��
 ���� �� ������� !������ 353 ��� � ����� ������������ �� �� ����
���	�� �� ������ �������� ��
 �	�������
 ��������5



 	0	 ��� ����	
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*� ��� ���������� ���� ��� �������� *� ������ �� ��� ��������� ����� �� >���%
����  	9 �� ��� ��� *��� ��� ����� �������� ��������	 .� ��� �� ������� ��������
����# ��������� �� 1�������$ 8# ���� ;�# ��� �������� ��������� *��� 1/k	

,� ��� ����� �� ����� ��������# *� ��� �������� ���� � �������� �� ��������
��������� µ̂1(θ), µ̂2(θ), . . . ��� �� ����������� *���� µ̂1(θ) = cθ

1 �� �����$ ��� ����
�������� �$ ��� ���&�������� θ �� � ������ ��� �� ���� t �� �� �������� i1 �������
��������� �� PI # ��� ��� ������� ���� µ̂k(θ) �� ��� �������� �� ����� �$

µ̂k(θ) =
(k − 1)µ̂k−1(θ) + cθ

k

k
,

*���� cθ
k �� ��� ���� �������� �$ ��� ���&�������� θ �� � ������ ��� �� ���� t

�� ��� k%�� �������� ik �������� �� ��� ������ �� ���������# *���� �� ���������
������� ��������� �� PI # �$ ��&������	 .� ����� *����# µ̂k(θ) �� ��� ���������
���� �� �� ����$ �� ������������

�k(θ) =
(
cθ
1, c

θ
2, . . . , c

θ
k

)
,

��� ���� ����$ �� �������� �$ ��������� ��� ���� cθ
k �� ��� ����$

�k−1(θ) =
(
cθ
1, c

θ
2, . . . , c

θ
k−1

)
,

*���� ���� �� ��� �������� µ̂k−1(θ)	 ��� �������� �� ���� �������� �� ���������
��������� *��� 1/k ��� ��������� ��� ���������� �� ��� ����������� �� �����%
���� θ ���� ������� ��� ������� *��� k ���� ������ ��� ��������� �� ��� ����
�+��������� µ(θ)	

/���� ��� ����������$ �� ������������ ��� ����� ��������� �������� �� ��������
��������� µ̂1(θ), µ̂2(θ), . . . ��� ���� ��������� θ ∈ Θ# � ����	
 ��������� ��� ��
��&��� ���� ������������$ ���������� �� �������� ���� ��������� ��� ��� ����������
�� Θ ���# �� ���� �� ��6����� �������� �� �������� ���� ��� ��������� µ(θ′) ���
� ����� ��������� θ′ �� ������ ���� ��� ��������� µ(θ̃) �� ���� ����� ��������� θ̃#
�������� θ′ ���� ������� �����������	

� ����	
 ��������� ��������� ��������� � �������� �� ������ ���� �� ���������
���&����������

Θ0 ⊇ Θ1 ⊇ Θ2 ⊇ . . . ,

�������� ���� Θ0 = Θ	 ��� ���� ���� � ��� Θk−1 �� Θk �� �������� �$ �������$
���������� ���� ���&��������� ���� ������ �� �� ���������� �� ��� ����� ��
����������� ��������� �� ���� k	

�� ���� k# *��� ��� ��� �� ���������� ����� �� ��� ���� �� Θk−1# � ��* �������� ik
�� ����������	 >��� ��������� θ ∈ Θk−1 �� ������ �� ik ��� ���� �������� ���� cθ

k

�� �������� �� ��� ���������� ����$ �k−1(θ) �� ���� ��� ��3����� ����$� �k(θ)# ���
��� ���� θ ∈ Θk−1	 ���� k ���������� ��&���� ��� Θk �$ �������� ���� Θk−1 ���
���&��������� ���� ������ �� �� ���������� �� ��� ����� �� ���� ����������� ����
���� �������� ��� ����$� �k(θ) ��� ��� θ ∈ Θk−1	 ��� ����� ��������� ���������



8� 1������  	 ������ ��� ������ ��������������

�� �������� ��� ����� ������ *��� ��� ���&��������� ��� ��� ��� ���������# ��
*��� � ����� ��+���� ������ �� �������� ���� ���� �������# �� &����$ *���
��� �����&��� ����� ������ M �� �+��������� ��� ���� ���������	 ��� ������%
���� �� ��� ������� ����	
 ��������� �� ����� �� (�����  	 	

��� �������� ��������� �� ��� ����	
 �������� ���� ����������� �� ���� �� ���%
����� ��� � ������ ���������� �� ������������� ��������� ����� ��������� ���&�%
��������� B����� ���� *������� ��������� ���� �� ��������$ �������� ��� ������%
����� �� �������� ����������# ��� ����	
 �������� ������� �� ��� ���� ���������
���� ��� ������� ��*�� �������� ��������� ��� ����� ������	 ���� ����*� ��� � ����
�������� ��������� �� ��� ���� ���������	 (�����  	" �������� � ��������� �����%
��������� �� ��� ��3����� ���������� ������� �$ ��� �*� ���������� ��� ������'���
��� ���������� �� ��� ����� ��������� ���&���������	

����� ��� ����# ���� ��2���	� ���������� L
��������� �� �+# 8;9:M �� ���
������� �������� �$ ��� ��������� ���������� ��� �� �� ����������	 ��� ������
�� ����������� �� �� ������ ������� �� ��� �����&� ����������� ���� �� �� ���� ���
�������� *������ ��� �������� ��3������� �� ��� ����������� �� ��� ����������
�� �����&���� �� ���	 .� ��� *���� ����# ��� �������� ������� ���� �� �� ������
��� ��� ��������� ����������	 ��� �����$ ����������� ��� � ����	
 �������� ��
��������� ������� �$ M ����� ��� ������ �� �����$ ������ ��� ������� ��� ����
�� ��� �������� ����� �� � ������ ��� �� ��� �������������	��

� ������$ �� ����������� ����� ��� �� ���������� �� ��� �������������� �� �
����	
 ���������	 .� ��� �����+� �� ��� ����������# �� �� ���������� �� �������$
���� ����������� ����� ��������� �� 0 ��3����� ���������

2��������	 ��4 ������������	 ������ ���������� ����� ���$ �� ���� ������%
����� ���������� ��� ���������� ���������� �� ����# �����$ ����� ��������$	
,� ��� ����� ����# ������������� ����� ��� �����������	 �	����	��	�	

H��� ��� ����������� �� � ���������� ���� ������ ����� ��� ������$# ���
���������� ���� �� �$������$ ���� ������� ���� ��� ������������� �������%
����R ���� ��# ��� ���������� ���� �� ���� �� ������ �����&����� �� ��� �����
�� � ��� �� ������������ ���� �� ������� ���� ��� ��� ������ �$ ��� �������%
������ ���	 ,� ��� ����� ����# �� ��� ����������� ��� ��� �������# ���
���������� ���� ��$ ���� �� *���� ����������� L������ [ 1��������# 8;99M	

���	���� ��4 ���(��	���� #������ .� ��� �����+� �� ��� ������� �� ������
��������������# ��� �������� �� � ����)��� ������ L��� [ @���# 8;;;R 
���%
�����$# ����M ������� ���� ������� ��� ���������	�� .�������� �� I �����
�� ����� ������������� ��� ����� ������� � ����� ����� ����������$ �� ���

���"������" �	� ����� ����� �� ���	��� �������
 �" �� 
�����
�
 �����	������� ������ ����=
������� ��� �� 
�����
�
 �
 >���5

��$�� �� � ����� �� �� �
������ �� � ����;��� 
������ >� ����� �� ���
�� ���; �� %��� 24�
���� 2/5
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���	���� generic race(M, use test)

# Number of experiments performed so far

experiments soFar = 0

# Number of instances considered so far

instances soFar = 0

# Allocate array for storing observed

# performance of candidates

C = allocate array
(
max instances, |Θ|

)
# Surviving candidates

S = Θ

�����(experiments soFar + |S| ≤M ��#
instances soFar + 1 ≤ max instances) #�

# Sample an instance according to PI

i = sample instance()
instances soFar+= 1

�����	� θ �� S #�
# Run candidate θ on instance i

s = run experiment(θ, i)
experiments soFar+= 1

# Evaluate solution and store result

C[instances soFar, θ] = evaluate solution(s)
#���
# Drop inferior candidates according to

# the given statistical test

S = drop candidates(S, C, use test)
#���
# Select best surviving configuration

θ̃ = select best survivor(S, C)

������ θ̃

(�����  	 � ������%���� �� � ������� ����	
 �������� ��� ������ ��������������	
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(�����  	"� /�������� �������������� �� ��� ��3����� *�$� ������� �$ ��� ����	

�������� ��� �$ ��� ����������� �������� �� ���������� ������������� ��*��
����� ��� ��3����� ���������� �� �� ������	 .� ��� ����	
 ��������# �� ����
�� ��6����� �������� �� �������� ���� � ��������� �� ����������# ���� ���������
�� ��������� ���� ������� ����������	 �� ��� ���������� ��������# ��� ����	

�������� ������� ���� ���� ��� ���� �� ��� ���� ��������� ����������	 ,�
��� ����� ����# ��� ����������� �������� ����� ��� ����� ���������� �� ��� ����
������ �� ���������	 ��� �����*�� &���� ���������� ��� ����������� ���������
�$ ��� ����	
 ��������# *���� ��� ������ ��������� ��� ��� �� ��� �����������
��������	 ��� �*� &����� ����� ��� ���� �������# ���� ��# ��� �*� ����������
��� ����*�� �� ������� ��� ���� ����� ������ �� �+���������	

���� �� ����� ���������	�� .� ��� ����������$ ���������� �� �������  	8	8# *�
��$ ���� *� ��� ���������� *��� � ����� ��������	���	�� ��������	

.� ��� ������� �������$# ���� ��������	���	�� �������� ����� �������� ���
��3������� �� ��� ����������� �� ��� ������� ���&���������	

������(���� ��4 ����(���� ������ H��� ��������� ���� ���� �*� ����������
����� ����# �*� ��3����� ���������� ����� �� �����*��	 .� ��� ������
���� �������� ��� ���*��� &��� ��� �������� *������ ��� �������� �������#
�������������$ �� *���� ��������� ���$ ������ ��# ����� ���� ���� �+�������
���� ��� ���� ������������	 .�# ��� ���$ ��# ��� ���*�� �� ���� �������� ��
��������# ���� ��# �� *� ���� �������� �� ������� ���� ��� ���������� ������
��3��# ��� ��� ������� �� ��� �� ������ ��������� �� *���� ���������� ���

��$�� 
����������� ��� 	� �����
�� ����� �����	 ����� �������� ������� >��� �� ��=
������� �� I ��� ��������� �� �� ��������� 	���	
�� ������� ������������ 
������" ��	�� ��
�� ���
	��
N��� !������ B5-5 !��� �� ���� ��������� ��	�
 ��G	��� �������� � ����� �	����
�� �	������� >��� ���� ��	�
 �� �	� ������5 (�����"� �� ���� �� �� �"����� ���	����� �� ��
����� �������� �� ������� ��� �� ��� �� �"����� ���	����� �� ������ ���������5
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�������� ��� *��� ��� ������ �� ���� *���� ��� ������ ��� *���� ��� *����	

,� ��� ����� ����# �� ��� ��������� �������� ��� ������ � ��������� �� ���
�����$%*��� ��3������ ����� ���������� ���� ����� ����%*��� ����������	
H��� � ��������� �������� �� �������# � ���������� �� ��� p%������ ��� ��
�� ���������	�	

.� ��� ��������� �� ��� ����	
 �������� ��� ������ ��������������# *� ��������
���� ��3����� ����� $������� ���� � �����&� �������������� �� � ����	
 ����������

��������� ��� ����������� ���� ������� ���� �� ��� ��������� �(���� �� ��� ������
�������	 ��������� �� ��� ��+����$ �� ����������� ����� ���������� �����#
���� ���� �� ����������# �� ���������� � �����	
 ����
	# ��� �� �� � ���������
���� ����# �� ��� ���� ���������� ���� ���� ��� �������� ��$ ����������
�� ��� p%������ ��� �������� �����������	 .� ������ �� ����� ����# �� ����
�����+�# ��� ���� �� ��� ����������� ��$ ���������� ��� �����������$ �� �� ��
���������� ����� �� �������� ��������# �� �� �� ������� ��� �� -��� 8;	 ���
�-������ ��������� ��� �� ���� �� ��� ������ ����������� �� ��� ������� ��
������ �������������� �� ��� &��'� ��������� ��� ����� ��������� ���������
�� ������� �	�	7	

��������� �� �� ���	� ��� �� ��	�
 �� !��;�� &3444'� E�	 &-882'� �� �� ��" ���	�� ��
����������" ����" �	� ��� ��� � ������ ����	��� &-88-'5 $�� �� ����������� �� �� ���
���
>� ��� ��� ������	����" �������� >�� ����������� ����� �� ������������ >� ����D" ������ ��� ����
�������� ��� ��� 	���	� �� �	� 
���	�����5 ��� 	� �����
�� �� ���� �� >�� �>� ���
�
���� θ1

��
 θ2 ��� ����� ��
 �� ���� �� ������������ �(θ1) ��
 �(θ2) ��� ���������5 C� >�� �� �����	
��
��� � ������ ��� θ1 �� ������ ��� θ2 ��� >�� �������� �� ���	��� �		�	���� ��� ��� ���� ����
&�� ��
���' �����������5 ��� 	� ��" ��� ��
��
 �� �������
 ���� ���	� µ̂(θ1) ���	��� �������
��� µ̂(θ2)5 �� G	������ �� >���� �� �������
 
�H������ �� �����$���	 �� �� #	�� �� ��
�������
 �� �����5
�� ���>�� ��� G	������� �� ���� � �
	����� H0 �� ����	����
 ��� ������ ��� θ1 ��
 θ2 ���

�G	�������5 ��� �� ����������" p �� ����	��
 ��� 	�
�� "������� H0 ��� ���� ������ �

�H������ ���>��� µ̂(θ1) ��
 µ̂(θ2) >�� �� �	 ����	 �� ����� �� �� �������
 ���5 �� ��� ���	� p�
;��>� �� p=���	�� �� ������� ��� � ���
����
 αN�"������" α = 0.05 �� ���� ������������N��
�	�� "������� H0 �� ��#����
 ��
 >� ��� ����� �� ����� �� ��������� ��� θ1 ��
 θ2 
�H��5 ���
�����
	�� ������� ��� >�� H0 �� ��	�� >� ���� ��#��� �� >�� ����������" α? ��
��
� >��
>� ��#��� H0� >� ����� ��� >� ��� �
�$���	 >�� �	� �����	���� �� � 
����� �� 1− α5
�� ��
�� �� 	�
������
 �� ������ >" � ���������� �� �� p=���	�� �� ���
�
 >�� ����������

�	������ ���	������	� ������ ��� 	� �����
�� �� �����>��� � �����? |Θ| ���
�
���� θ1, θ2, . . . , θ|Θ|
��� ����� >�� ��� ��� �G	�������� ��� ��� �� ���������
��� ������������ ������
 �� ��
����"� �(θ1), �(θ2), . . . , �(θ|Θ|) ��� ��� � ������
 ���� �� ���� ���	������5 �� >� ������� ���
L = |Θ|(|Θ| − 1)/2 ����=>��� ����� �� �� ����� ���
�
����� �� ����������" ��� �� ����� ���
�� �� p=���	�� �� ���� ��� αN��
 �������� �� ����������" �� ��#��� �� "������� ���
�� ���
�
���� ��� �G	�������N�� 1 − (1 − α)L5 !���� 1 − α < 1� �	� ����������" ��� ��
��
� ����������" ����� �� 1 �" ���������� �� �	���� |Θ| �� ���
�
����5 C� �����	
� ��� ��
�	�����
 �����
	�� >��� ��#��� >�� �� ����������" �� ����������" �� "������� ��� � ���	�
�� ���
�
���� ��� �G	������� �����
�
 ��� �� �	���� �� �	� ���
�
���� �� �	M������" �����5
E����� �� ��������" ������ �� ��������� �� ����=>��� p=���	�� >�� �	������ ����� ��� ��������
5
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��������� ���� �� ���� ����# ��� ���� ������� �� ��� ��������� �(���� �� ��� ������
�������	 1������$ �� �-������# �� �&������ � 2����������� ���������� ���
�����������$ L2���������# 8;0"# 8;0:M �� ������� ��� ��������� ��� p%������
�� ���� �� ��� ����%*��� ����������� ���� ��� ���������	 ����� ��� ���
���� ���� ���� � ������ ���������� �� ��� p%������ �� �������# �&������ ��
��������� �� �-������	

��������� ���� �� ���� ����# ��� ���� ������� �� ��� ��������� �(���� �� ��� ������
�������	 �� �� �&������# ��� �������$ �� �-������# �� �$������ � ������
���������� ��� �����������$ �� �������	 .� ���� ����# ��� ���������� ����������
�� ��� ��� �������� �$ =��� L8;7;M	 ���� ���������� �� )��*� �� �� ����
������������ ���� ��� ��� �������� �$ 2���������	

������� ��� ����������� ���� ������� ���� �� ��� ����#��� ���(��� �����(
��� �� ������	� � �����	 ���� ���� �� 	�	����������# �� ���������� �
�����	
 ����
	# ��� �������� �� ��� ��� �� � ���������� ���� �����*�� �$
���� ����������� ����������# �� �����&����� �� �������� �$ ��� ������	 �����
������ �� ��� ���� �������� �� ��� ���� ����	
 ��������� ���������� �� ����
������ ��� ���)���� ��� ������� �� ������ ��������������# ��� ���� �������  	 
�� ������� �� ��� �����������	

��� ��� ���� �������������� ���������� ��� ��������� �$ ��� ������%���� �� ���
�������� generic race ����� �� (�����  	 ��� ���$ ��3�� ���$ �� ��� ��&������
�� ��� �������� drop candidates *���� ������%���� �� ����� �� (�����  	:	 ,�
��� ����� �� generic race# ��� ��&������ �� ��� ���� ����	
 ���������� �-������#
�&������# �$������# ��� ������ ����� �� (�����  	7 �� ���������	

�� �������������� �� ����� ���������� �� � ���������
 *�� ���� ���������
�� ��� ������ ������ �$ ��� ������ L2��������# ���0M� ��� ���)��� ���� ��� � ��
��������� ��� ���� ��*����� ���� ��� �6���� ���� �� ��� ��������	���� � �������
�������	��

��� ��� �����
�	
�
�� � ������

������ ��� ���� ����	
 ���������� ���������� �� �������  	0 ��� �������� �� ���
�����+� �� ��� ������� �� ������ ��������������# �-������# �&������# ���
�$������ ��� �����$ ������� �� ��� &��'� ��������� ��� ����� ���������	 .�
����������# ��������$ �� &��'�# ��� ����� �������������� ���������� ��� �����
���� ������� �� ��� �%����	 ��� ���$ ��3������ ���� �� ��� ���� ���� �&������ ���
�$������ ����� ���� ���� �� ��C������� ��� �����������$# �����$ ����� ��������
�$ 2��������� ��� =���# �����������$	 ,� ��� ����� ����# ������ L2��������

�	� �� �� ���� ����>��� �������������� �� �� ! ����	��� ���������" 
�������
 �� ��6� ����
����� ��
 �� �� ������� �� �� ���������� �	��� !=��	� �© �� �������TM5

������������������
�����
��������
���������������
������������



 	 	 ��� ������������� �� ������ 8�;

���	���� drop candidates(S, C, use test)

����	�(use test)
	��� friedman test�
�� (is significant(friedman family wise(S, C)))

θ̃ = select best survivor(S, C)
�����	� θ �� S #�

�� (is significant(friedman post test(θ̃, θ, C)))
S = S \ {θ}

��#
#���

��#
	��� t test�

θ̃ = select best survivor(S, C)
�����	� θ �� S #�

# Paired t-test without any correction for multiplicity

�� (is significant(t test(θ̃, θ, C)))
S = S \ {θ}

��#
#���

	��� t test bonferroni�

θ̃ = select best survivor(S, C)
�����	� θ �� S #�

# Paired t-test with Bonferroni’s correction for multiplicity

�� (is significant(t test bonferroni(θ̃, θ, C)))
S = S \ {θ}

��#
#���

	��� t test holm�

θ̃ = select best survivor(S, C)
�����	� θ �� S #�

# Paired t-test with Holm’s correction for multiplicity

�� (is significant(t test holm(θ̃, θ, C)))
S = S \ {θ}

��#
#���

��#
������ S

(�����  	:� ������%���� �� ��� �������� drop candidates	
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���	���� F-Race(M)

������ generic race(M, friedman test)

���	���� tNo-Race(M)

������ generic race(M, t test)

���	���� tBo-Race(M)

������ generic race(M, t test bonferroni)

���	���� tHo-Race(M)

������ generic race(M, t test holm)

(�����  	7� ��� ��������� ������# �-������# �&������# ��� �$������ ��� �����$ �
���� �� generic race(M, use test)# *���� use test �� ��� ����������� �����������
���� �� �� ���� ��� �������� *������ ���� ��������� ���&��������� ������ ��
������� ���� ��� ����	

�� �+# ����M �� ����� �� � ����������� ���� ���� ��� ����� ���� ������� ������ ��
��$ ����	
 ���������� ��� ����#��� ���(��� �������� �� ������	� � �����	

(�� ������ � ����������� �� ��� ����# ��� �� ������ ���� ������ ��� �������
���� k# ��� m = |Θk−1| ���&��������� ��� ����� �� ��� ����� θv1 , θv2 , . . . , θvm 	
��� (������� ���� ������� ���� ��� ����� �������� �� ��� ��� ��� ���&���������
����� �� ��� ���� ��� ��� �����'����� �� k �������$ ����������� m%������� ������
����������

b1 =
(
c
θv1
1 , c

θv2
1 , . . . , c

θvm
1

)
b2 =

(
c
θv1
2 , c

θv2
2 , . . . , c

θvm
2

)
			

			
			

	 	 	
			

bk =
(
c
θv1
k , c

θv2
k , . . . , c

θvm
k

)
������ ������� *���� ���� ����) bl ����������� �� ��� ������������� ������� ��%
������ �� �������� il �$ ���� ���&�������� ����� �� ��� ���� �� ���� k	 H����� ����
����)# ��� ���������� cθ

l ��� ���)�� ���� ��� �������� �� ��� �������	 ������� ���)�
��� ���� �� ���� �� ����	 (�� ���� ���&�������� θvj

∈ Θk−1# ��� Rlj �� ��� ���)

��%��� 24 �� ���� 2/� �����
	��� >�� �� � ����� �� ���� �
�� ����
 �� ��
�"��� 
�����5
C� ����� �� ���
�� �� ���� 6 W��� &-888' ��
 ���������" &3444' ��� ���� 
������ �� ��
���	�5



 	 	 ��� ������������� �� ������ 888

�� θvj
*����� ����) bl# ��� Rj =

∑k
l=1 Rlj ��� ��� �� ��� ���)� ���������� θvj

#
���� ��� ��������� il# *��� 1 ≤ l ≤ k	 ��� (������� ���� ��������� ��� �����*���
��������� L1������# 8;;;M�

. =

(m− 1)

m∑
j=1

(
Rj −

k(m + 1)

2

)2

k∑
l=1

m∑
j=1

R2
lj −

km(m + 1)2

4

.

4���� ��� ���� �$�������� ���� ��� ���������� ��� ���������� ����� ���� ���
��������� ��� �������� ���)���� �� ��� ���������� ���������� *����� ���� ����)
��� ������$ ��)��$# . �� �����+��������$ ����������� �� χ2 *��� m − 1 �������
�� ������� L��������# 8;;8M	 .� ��� �������� . �+����� ��� 1 − α �������� ��
���� ������������# ��� ���� �$�������� �� ��C�����# �� ��� �����+����� ���&�����
����� α# �� ����� �� ��� ���� ���� �� ����� ��� ��������� ����� �� $���� � ������
����������� ���� �� ����� ��� �� ��� ������	��

.� ��� ���� �$�������� �� ��C����� �� ��� ����� ��������� ���������� ����# *�
��� C����&�� �� ���������� ����*��� ����������� ���*��� ���������� ����������	
.� ���� ����������# ���������� θj ��� θh ��� ���������� ��3����� ��

|Rj − Rh|√
2k(1− �

k(m−1))
��k

l=1

�m
j=1R2

lj−
km(m+1)2

4

�

(k−1)(m−1)

> �1−α/2,

*���� �1−α/2 �� ��� 1 − α/2 �������� �� ��� ��������� � ������������ L1������#
8;;;M	

.� ������# �� �� ���� k ��� ���� �$�������� �� ��� �����$%*��� ����������
�� ��� ��C�����# ��� ���������� �� Θk−1 ���� �� Θk	 ,� ��� ����� ����# �� ���
���� �$�������� �� ��C�����# ����*��� ����������� ��� �+������ ���*��� ��� ����
��������� ��� ���� ����� ���	 ��� ���������� ���� ������ �����&�����$ *���� ����
��� ���� ��� ��������� ��� *��� ��� ������ �� Θk	

H��� ���$ �*� ���������� ������ �� ��� ����# ���� ��# �� |Θk|= 2# ��� ����
����� k# ��� (������� ���� ������� �� ��� ��	���� ��
	 ���� ��� ��� ����	��	�
������ L����)��# ����M	 .� ��� ������ ���������# �� ����������� �� ��� ���)���
���� ��� � *���� �� ���������� ��� ��� �+���������� ����$��� �������� �� 1������ "#
*��� ���$ � ���������� θv1 ��� θv2 ������ �� ��� ����# ��� 1���3�	 ��������
����� ��
	�����	�� ���� L1������# 8;;;M �� ������� �������	 ��� ���� ��3������
���*��� ��� �������� ���� ����X��# ������������$# ��� (������� ���� *��� ���$ �
����������X��� ��� H����+�� ���� ����� �� ��� ���� ���� *����� ���� ����) bl ���
������ ��������� ���$ ��� ��
	 �� ��� ��3������ c

θv1
l −c

θv2
l # *���� ��� ������ �+������

����� � ���������� ���	��� ��������
 �� ��� ����� >��� �������
 >�� α = 0.05? �� �
��=
���� �� � ����
���� ����� �� 95% �� ����� �"����� �� "������� �������5
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���� ��� )��*����� �� ��� ��
	����� �� ���� ��3������	 �� � �����������# ���
H����+�� ���� �� ���� ��*����� ��� ����%�6����� L������ [ 1��������# 8;99M	��

��� ���� �� ������� �� ������

.� ������# ���)��� ���$� �� ��������� �*�%���� ����	 ��� &��� ��� �� ���������
*��� ��� ������������� ������ �� � ���� ����� �� ���)���	 ��� ���� ����� ��
������������� ����$��� �� ���� �� ���� ��� ������� �� ��������� �$�������� �� ���
������������ �� ��� ������������	 ���������� �� ��� �������� ���� ��� ���� �� ���
���������� ��� ������������� ���������� ��� �� ����� �� ���� ��+����)� ��
���������� L5�����# 8;9�M	 (�� �� ������� ������������ �� ��� �����# *� ����� ���
������# ��� �+�����# �� 1������ L8;;;M	 =��� *� ����� ��������� �� ������� ����
*����$ �������� ����� ����� ���������� ��� ������������� �$�������� ��������
H��� ��� �$�������� ���$ ��������� ��� ���# ���������� ����� ���� � ������
��*�� ���� ������������� ���� ��� ������$ ������� ���� ���� �����������	 (��%
����# *��� � ����� ������ �� ���� �� ��������� ��� �$�������� ��� ��� �����������
�� ���������� ����� ���� �� �� ��� �� ������ �� ��� ������� ����� �������	 (�����$#
�� �� *��� )��*� ���� ��� �%����# ��� ��������� ���������� ���� ���� �� �� ��������
����# �� ������ ������� ��������� ���� ���� �� ��� �$��������# �����$ ��� ���%
�����$ �� ����� H��� ��� �$�������� �� ��������$ �� ��� �������$ ���# ��� �%����

������� ������ ��*��	

(�� *��� �������� ��� ������� �� ������ ��������������# *� ��� �� � ���������
�� *���� ����� ��������� �� ��� ����� (����# ����� *� *��� �� ������ �� ����
�� �������� ��� ������ �� ����������# *� ���� *��� ���$ ����� ������� ��� ��
�� �+����$ �� ����� ����� �������# ��� *���� ��� ������� ����� ������� ������ ��
���������# ���� *� *��� �� ���� ��� ��+���� ��*��	 ������# ��� �������������
���� �� ������� ��� ����������� ���� ��� ��� �����$ �������� ����� �� ��$ ���� ���$
��� ���������� �������� �� ��� ������������� ���� �� �+������� ���&��������� ��
��� ������������� �� ����� �� ������� ��� ��������� �������	 1������ " ���*� ����
��� ������ �+������� ���� &�� ���� ���������� ������� �� ��� �+���������	

��%���������� �� ��	�
 �� �������
 ���� ���>������
��� �� ���������� �	��������" �� ��
C���� �� ���� ���� �� �������� ���� ����� �� �
������ �� �� ������ >���� ������ 
��� ���
��� � ��#�� ������ �� �� ����������� �� �� �������� >�� �� �	� ���� �����" ��D	����
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��������� �� ��� ��� ���� �� �� �������� �� ��� ���&�������� ������� *���� ���
������ ����� �� ���������� �� ���������� ��������	 2���)��� �� �� �3������ *�$
��� �������'��� ��� ����� �������� �� ��3����� ���������	 2$ �������� ���$ �� ���
���)��� �� ��� ��3����� ���&��������� *����� ���� ��������# ����)��� ����������
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����# �� *�� ���*� ���� �� ��� �����+� ��&��� �� 1������ 0# ����� ��� ��������
���������� �� ��� �+������ ����������� �� � ����� ���&�������� ����� �� � &+��
������ N �� �+���������� ����������� �� ��� ���&�������� ������# ��� ���� ���#
���� ��# ��� ��� �� ������� ��������# �� �������� �$ ��������� ��� ������� ��%
������ �� N ���� �� ��� ���&�������� �� N ��5���	� ���������# ���� ������������$
������� ��������� �� ��� ������� PI 	
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������� *�$ �� ���)���� ��� ������� �� ������ ��������������	 .� �� ����������
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��� ��� ������� ���������# �� ���� �� ������������$ ��6����� �������� �� ��������
���� ���$ ������� � *���� ����������� ���� �� ����� ������� ���������	 2$ ����%
������� �������� ����������# ��� ���������� �� ������� �� ��� ��� ����� �� ���
���� ��������� ���������� �� *���� � ���� �������� ���������� �� ���������	
����� ��� ����	
 ���������� ��� ������ �������������� ���� *��� ��������� ��
���� �������# ��� ���� ���������� �� ������	 .�����# ������ �� ����� �� ��� ����#(
��� ���(��� �������� �� ������	� � �����# � ������ ��� ����������� �������
�� �$�������� ���� ��� ����� ���� ������� ������ �� ��� �����+� �� ����	
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��������	 ���� ���� ������� �����������$ ����������� ��� ������ ��������������
����� ��� 	�	���������� ������ ��� ��� ������� *�$ �� *���� �� ���������� �
�����	
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.� �� *���� �������� ���� ���� ��� ����������� �� ��� ��� ���������� ���������
�� ��� ������� ��� �� ��� ����������� ������� ��������� �� �������  	8 �� *���#
*��� ���� �������� �$ ��� ������ ��&������ �� ��� ������ ������� ����� �� 1���%
��� 0	 .� ����������# ���$ ���� �� ��� ���������� ���� ��������� ��� ������������$
�+������� ��������� �� � �3�� ������� PI # ��� ���� ��� � ����� �������� ���
���&�������� �� ��� �������������# ��� �������� ���� �� �+������� ������������$
��������� �� � �3�� ����������� ������� PC 	 ����� �������� ��� �	�	��	 ���
���$ ��� ����� �+�������$ ������� �$ ��� ���������� ��������� �� ��� �������	 S��#
���$ ���$ ��� ����������� ���� �� ������ � ������� �� ��� �+��������� ���������
*��� ��� ����� ��������� ���&��������� �� ��� ��������� ���������# ��� �� ��� ��%
������ �� ��� �������� �������� ����)� �� ��� �$�������� ���� �������� ��� �����
��� ������ ��������� �� PI ��� PC # �����������$# ��� ������� �� ��� ��������
����� ������� �� �������� �� ��� �+������ ����# ��� ����)� �� ��� �$��������
���� PI ��� PC ��� &+��# ����� �������� ������� � ���������� �� ��� ���� *� *���
������� �� ������ ���������	 �����# �� �� *�� ������$ �������� �� ������� 0	8#
��� �������� ���� �� ������ � �������������� �� ��������$ �� &�� ��� ���&��������
���� *��� ������� ��� ���� ����������� �� ������ ���������# ��� ������� ����� ��
��� �$�������� ���������� ��� �������� PI ��� PC ������� ���������$	
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����� ��� ��������� ��� ����������� �� ������ �������	 .� ����� �� ������ ������#
�*� ������ �������� ��� ����������	 .� ��� &���# �������� �� ������� "	8	8# ���
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�� ������� ���� � ������ �� ����������# ��������� ������ ������# ��� ��������
����� ���������� ����������# ��� ��3������� �� ����� ����������� ��� ��������
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�������� ���� ���� �������'� ��� ���������� ��� ��������������� �� ��� ����������
����� ����$	 ��� �+���������� ����������$ �����*�� �� ��� ����$��� �� ������$
��U������ �$ ��� ��� �������$ ������� *����� ��� ������� �������� ��������$	
� ���������� �� ��� ������������ ��� �� ��� ����������$ �� �������� ���� ������%
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������������� ���# �� ��� ���� �� ��� )��*�����# �� ��� ����� ���� ������� ������
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�� ��� &��� �� ��������� �� 2�������� �� �+ L����M	
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������ ���# ���� �� ������� �� ������� ����	
 ���������	 ����� �+������ �� ���
������� ��$ ������ ���������� *��� ����� ������� ��� ��� �� � $��������� ������
���� $��	�������� ������	 ����� ���� �� �� ���* ���� ��� ���������� ��������� ��
���� ������ ���� ��� U�+������$ ��� ��������$ ���� ��� ��������$ �� ��)� ����
��������� ��� ��������� ������������	 .� ����������# ����� ��� �+������ ��������
�� ������� "	�# �� �� *���� ���������� ���� ��� ��������# ��������� �� ������� "	�	�#
�� � ����&�� ������� �� ��� ������ ��������� ��� ������ ��� ������������� ����
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�������# *� *��� �� ������� ���� � ����������$ ����$ ���� ��� ���� ������� ���
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 ��������� ��� ������������$
������ � �������� ��������� �� � ���������� �������� ��������� �$ ��� ���
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�������� "	8 ��� "	� ��� ��������� ������������$� ��� ������ ����� �� ���%
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��� �+���������� ����������$ ������� �� ���� ����$��� �������� ���$ ����������
�������� ���� ��� �� �� ���������� �� �������� ������������� �� ����������	 ���
�*� ���� ������� ���� ��� ��� �������� �� � ��%�������� ��������� L/���# ���8M
��� � ����� ����� ��� *��� �������� ��� ���������� �� ��� ��� �� ��������� ����
��� ������ ��� ��������� ��� ����� ���� ��� ������� ��	 2��� ����� �������� ���
*��� )��*� *����� ��� ������� �������� ��������$	 .� ����������# ��� ����������
���*��� ��� �������� ��� ��� ��� ���� ��� �� ���� �� ��������� ������� �� *��� ��
�������$ ���������� � ������� �+���������� ��������# �� �� �������� ������ ��
� �����������	 ,� ��� ����� ����# ��� ���������� ���*��� ��� ��� �� ���������
���� ��� ������ ��� ���������� ��� ��� ��� �� ��������� ���� ��� ������� ���
�������� ���&�������� �� ��� ��������� �� ����$ ��� ����� ����������� �� �������&�
*��)� �� ��� ������'����� &���	 �� ������������ �� ����� �������� ��� *���
�������� ��� ���������� �������� ������� �� ����� �� ������� �	�	:	 ,� ��� �����
����# 1������ : ��������� ��� ������ *��� �� �+����� ��� ��������� �� �����
�������� ���� �� ��� &��� �� �������������� ��� ������'����� �� �������	

��� ���� �� ��� ������� �� ������� �� ��� ������������ �� ��� �������� ������%
���� �� ��� �+���������� ����������$ ������� ��� �� ��� ��%�������� �������$
*� ����������� �� ��������	 H� ������� ���� � ����� ����������� �� ��� ������%
��� ����������� �� *���� ��� �+��������� *���� ��������� ��� ���� ����������
�� ��* �� ���� ��� ��������� ��� ������ ��� ������ �������� �� �������� "	8	8
��� "	8	�	
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��� �+���������� ����������$ *� ������� ��������� � ������ �� �	���	��� ��
��������� �� 1������ 0� �� ���� ���� � ��* �������� �� ��������� ��������� ��
���� �	�	��	 ��� �3�� ����������$ ������� ��� ��� ��������� ��������� �� ���%
������ ����� ��� �����������	 .� ��� �+��������� *� ������� ����# ��� ���������
*��� ����&�����$ ��������� ��������� �� ���� ������������� ����� ���� ��������
����������	 -� ����������� �� ����� ������������� �� �� ��$ ����� ������ �������%
��� ��� �������� ���������� *��� ���� �$ ��� ������ ���������� ����� ����$����
���� ���������� ��� �$����� �����+� �� *���� �������������� ��� ���� �� ��������	
.�����# ���� ����������� ��� ������$ ��� ��������� �� ����%*���� ������������	 �
����������� �� ��� �������� ���������� ������� �� ����� �� �������� "	8	8 ��� "	8	�	
��� ��������� ��������� �� ��� ������ ��� �����$�� ��� ������ ��� �������������
�� ���� ����� ��� ��3����� ������ ���������� ���������� �� ��� ����$	 .� ���
�����*���# *� ����� �� ����� ��������� �� ��	�	
 �	���	���# ��� *� ���� ��	�	
 ���
��� ��� �� ����� ���������	 ��� ������ �� ��� ������ ��������� �� ��� ���������
�� � ��������� ���&�������� ��� ���� �� ��� ������ ���������� ����������	 ���
�������� ���&��������� ��� ���� ������ �� 	�� ��������� ���� ��� ���� �� ���� ����
�+������� ���� ��� ������	 H� ����� �� ����� ��������� �� ���� �	���	�� ��� ��
����� ��� �� ���� ���	 =��� �$ 	�� *� ���� ���� ��� ���� ��������� *���� ��� ���%
������� ������ ��� ������ ����� ��� ��� ��������� �������� ���� ����� ���������
�� ��� ������ ���	 ��� ������� ����������� �� ��� �������� ���&��������� �� ���
	�� ��������� �� �� �	������ �������� �� ����� ����������� �� ��� *���� �����
�� ��������� ��� ��� �� ��������� ���������� �� �� ����������� ��������� ��� �����
����������	 (����������# ����� ��� ��� �� ��������� ���&��������� ��� �� *����
��� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ���� ��� ��� ������ ���������� ����������#
���� ��������� �� ����������� ���� ��� ��������� ��� ����������� �� ��� ������
���������� ����������	

H��� ��� ��� �� �������� ��� �3���� �� ������ �� ��� �������� ������� ��� ��
����������� ��� ��������� ���� ����� *��� ��� ��� ��3������� �� ��� �����������
�� ��� ������ ���������� ����� ����$���# *� ���� ��� ���� ������ ��������� ��
���� �� ���� ��� *� ������ ��� ����������� �� ��� �������� ���&�������� �� ���
���� ���� ���������	 
�������# �� ����� �� ������ ���� ����������� ��������� ���
�� ��� ��� �� ��� ��������� �����$�������� �� � �����&� ������ ��� ��� ���� ��� ����#
*� ������ ���� ��������� �� ��	�	
 F �����	
 � ��6������$ ����� ������ �� �����#
����� ��3����� ���� �� ������ ��� ���� ��������� ���� ����	

.� �� *���� ��&���� ���� ���� ����������$ ���� �� �����������$ ������� �� ���
�����*���� H� ���� � ��� � ������ �+������� �� � ����� ���&�������� �� � �����
��������	 �����&����$# �� ��� �+��������� �������� �� �������� "	8	8 ��� "	8	�#
���� ��� ����� 8� � �� ��� ��������� ������� ��� ��� ����$���X��� ���� 88;
��� � ����������� �� ����� ��������	 ,� ��� ����� ����# �$ ����� *� ���� �
�������� �+������� �� � ��	�	
 F �����	
 ��������� ��� ��� ������ ����������
����� ����$���	
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.� �� �������� ���� ��� ����� ��������� ��������� �� �����������$ �+������� ����
� ������������� ����� �� ���*	 .� ��� ���� �� ��� �+��������� �������� �� ���%
����� "	8	8 ��� "	8	� ���� ������ ��������� �� ����*�� �� ������� � ����� ��+����
������ �� ���� �� ��� ����� ���&��������� ����� �� 6000 ��� 13680# �����������$	�

.� ���� �+���������# ���� ��� �� ��� �������������� ��)�� 8� � ��� ��� ���� ��
��� 8 ������ ���������� �������# 1000 ������ ��� ���������� ��� ����������� �����&%
�����	 .� ���� �����# ��� ���&�������� �������� �$ ���� ������ ������ �� ������
�� 10 ���� ��������# ��������� ���� ����� ��� ���� ������ ������� �������� 6010
��� 13690 ���� ��� ���� �� ��� �*� �+���������# �����������$	 ���� ������� �� �
����� ����������� ���� �� (6010 + 13690)× 1000× 8× 10 � ≈ 8	:×109 �# ���� ��#
�������$ ���� ���� 50 $���� �� �����������	�

��� ������������� ���� �� ���� �+���������� ����$��� �� ���������$ �������%
����	 .� ����� �� ���� *��� ���� �������# *� ������� �� �+���������� ����������$
����� �� ��%�������� L/���# ���8M	

(�� ���� �� ��� �*� �+���������� �������# � ������ �� ��������� ��� ����%
��������$ ���������	 -����$# 800 �� ��� �+�������� �������� �� ������� "	8	8
��� 500 ��� ��� ��� �������� �� ������� "	8	�	 >��� �� ��� ����� ���������
���&��������� �� �+������ ���� �� ���� �� ����� ��������� ��� ��� ���� �� ���
���� �������� ����� �� ���� �� ��� ���������� 8� � ���� �� ������ �� � K × |Θ|
�*�%����������� ����$# *���� K �� ��� ������ �� ��������� ���������X9�� ��
��� &��� �+�������� ��� "�� �� ��� ������X��� |Θ| ��# �� �����# ��� ������ ��
���&��������� ����� *���� ��� ��������� �� ��� ���� �� �� �� ���������	 ,���
���� ����$ �� &���� *��� ������� ��� ���� ��������A���&�������� ����# *� ��� �� ���
�������� �� �������	
 � ��� �� ��$ �� ��� ����� ���&��������� �� ��$ �� ��� �����
���������� *� ���� � ����#�(��� �� ���&�������� j �� �������� i ��� ����������
�� � ��� �� ���&�������� j �� �������� i# *���� ���� ���������� �����$ �������� ��
������� ��� ����� ������ �� �������� (i, j) �� ��� ����� ��������� ����$ �� �������	

(��� ��� K ��������� ���������# *� �+����� 8��� ����#�(�������# ���� ��
*���� ��� ����������$ K ��� �� �������� �$ �������$ ��%�������� ��� ��������
�������� �� ���������	 >��� �� ����� ������%������� �� ���� ��� ���������� �
����#�(�����# ���� ��# ��� ���������� �� � ����� �� ��� ������ ���������� �����
����$���	 .� ����������# *� ����� ��� ���������� ���� ��� ���� 8� ��������� �� ����
������%������ ���������� ��� ��� �� ���� ��������� ��� ����� ���������� ������%�����	
���� ��������� ��� �������� ��� ��� ���������� �� ��� ���&��������� �������� ��

��� �� � ��������� �������
 ���� ��� �	���� �������� ��" ������� � �	���� M ��
�	�� �G	�� �� 15 ����� �� �	���� �� ���
�
��� �����	�������5 �� �� � �������� �������
 ��
!������ .5-5-� �� �	���� �� ���
�
��� �����	������� �� 4005 E����� M = 6000 = 15×400 �� ��
�	���� �� ����� �	�� ����>�
5 !�������"� �� �� � �������� �������
 �� !������ .5-53 �� �����
�	���� �� �	�� ����>�
 �� M = 13680 = 15× 912 ����� �� �	���� �� ���
�
��� �����	�������
�� 9125

����� 
������ �� �� � ��������� ��� ����� �� !������� .5-5- ��
 .5-535 �� 
��� �����
�

��� ����� �����" �� �	����� �� ������ �� ���
�� � ����	�� �� �� ����	�������� ����� �������
5
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��� ������ ����� ��� ��� 	���� ���� �� ��� ������ ������	 ,� ��� ����� ����#
��� ����� ���������# ���� ��# ��� &��� K − 10 ��������� �� ���� ������%������#
���������� ��� ������ ��� ��� ��� ���# �� ��� �����&� �������� ��&��� �$ ���
������%������# �� ��� ������ ���������� ����� ����$	 .� ����� *����# � ����#�(
������ �� ��������� �� ��������� �$ �������� ������� ��������	� ���� ��� ���
�� K ��������� ���������	 ,�� ����� ��� ����� ���� ��������� ��� ���������� ���
��� ���� �$ ���� �� ��� ������ ���������� ��� ��������� ��� ���� ���&��������
����� ��� ��������� ����	 1�����$# ���� ������ ��������� ���������� � ��3�����
�������$ ��� ���������� ��� ��������� �� ��� ���� ���&�������� ���# �� ����������#
���� ��������� ����� �������� � ��3����� ������ �� �������� ����� ��� �����
����	 .� ��$ ����# ��� ����������X*��� ��� ������� �+������� �� ����� ���������
�� ��� ����� �����$X*��� ������� ��� ���������� ���� �� ���� ���� M ������%����
��� �� ��������� *���� M = 6000 �� ��� �+�������� ��������� �� ������� "	8	8
��� M = 13680 �� ��� ��� ��������� �� ������� "	8	�	 �� ������$ ��������� ��
�������  	�# ��� ������� �� ��� ����� �����$# *���� ��� ����������� ���������# *���
������ �����# ���� ��# ���$ *��� ������� � ������ ������ �� ���� ������ ���������
���� ��� ��� Θ ��� ���&�������� ���� �� ������ �� �� ��� ����	 ���� *��� ���
�� ���* ���� ����������� �� ��� �������� ����������� �� ����	
 ��������� *���
������� �� ��� ����������� ��������	

��� 	�������� �����������

��� �+��������� ��������� �� �������� "	8	8 ��� "	8	� *���� ��������� �� :
����� �� ��� ������� �� �������� ��������� ��������� �� .B..�# 4��������� 5����
�� 2��+�����	 ���� �������# ������ ��������� L5������ [ 2��������# ��� M *��
�����# �������� �� ����# *��� ��� ��� �� ���������� �� � &��� ���� ��� ���������$
��������� ��� ����� ������� #����� ���� ��� ���� ������� ��� ��� �������� ����
����# ��� ���� �� ��������$ �� ��� *�$ �� ������	 ��������� �� ��������$ ��������
�� � ������ ��� �" ���)%���� ������� ������ �� � ��������� 8 ������� >������� 5�-	
��� ������ ��� 9 ������� ������� �� �
 ������TM ?� � ��^ ���������# 7 �������
�� �
 ������TM ?� 8 �� ���������# ��� ��� ��������� 8� ������� �� �

������TM ?� �9��^ ���������	 ��� �������� ���� "8�
� �� ���� �����$# ���
��� ������ �������� � B�. ���������� ��� 0 ���� ���)� �� 8��/� ����# ������� ��
B�. 5���� "# ��� � ����� ��������� ���) ����� �� ��"/�	 ��� ������ ��� ��� �������
��� ��� /-4A5���+ ��������� �$���� �� ����������� �$ �����	 ��������� ��
��������$ ������� ��� ����������� ����� �� �*� �������� ���C��� ������ �$ ���
1��������� �� ��� >������� 1���������� ��� ��� �$ .B..�� ��� %�����#���
���B��� ��� ��� �������������� ������� 	�

��� : �������� ���� ��� ��� �+���������� ����$��� ��������� �� ���� ������
��� ��� �
 ������TM ?� 8 ��	 �� ������$ ��������� �� �������  	0# ��� ������

����� ����������� �� ���� �>� ������� ���#���� �� ��������� �� ���� ���������� >�� �����?
������������������
���
��� ��
 �����������������	������������5 � ����� ������������
�� �� /�	�������	��� 0�	�
�" �� ����� �� ���� 05
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���������� ���������� �� ��� ����$��� *��� ����������� �� � �������� �$ ��� ��%
���� L2��������# ���0M ��� ��� ��������� ��� ���� ��*����� �������$ ���� ��� �6����
���� �� ��� ��������	���� � ������� �������#� �� ���� ��� �� ��� �������	� ���
�������������� �� �� ����� *��� ���� �������� ��� ����������� �� 1 ��������
�$ ������ ��I�'��	� ��� �������� ������ ���� *��� �������� ��� ������'�� ���
�+������� �� ��������� ����� ���# ��� /-4 1������� 1��������� �� ��� (���
����*��� (���������# �������� 0	� ��� 0	0	

;�� �� ���# ����� ��# ������

(�� ���� �� ��� �*� �+��������� ��������� �� �������� "	8	8 ��� "	8	�# ��� �������
��� �������� �� ��� ���� ������ ����� ������ ��� ������	

������ ����� ������ ��� �������� ��� ���� �+�������� �� ����� 8�; ��� 8 �#
�����������$�

8	 � ����� ����������� ��� ������� �������� �� ��� ���� �	���	��� �$ ���� ��
��� ������ ���������� ����� ����$���	 (�� ���� ��������� *� ������� ���
������� ����� �������� �� ��� ���� ���������# ��� 8�� ��������# ��� ������
L��� ��������M# ��� ����# ��� 0�� ��������# ��� ��� ��+����	 ����� :
���������� ���� � &��� ������� �� ��� ������������ �� ��� ������� ���� ��� ����
��������� ��� ��� �������� ����� �� � ������� �� ��'� 10000# ���� ��# 1000
������%������ ��� 10 ���� ��������� ��� ���� �� ����	

�	 � ����� ����������� ��� �%������ �� ��� ����*��� ����������� ���*��� ����
���� �� ������ ���������� ����� ����$���	 ��� ����������� ���� ������� ����
�� ��� 1���3�	 ������������� ��
	�����	�� ���� L1������# 8;;;M	 ��� �%
������ ��� ��������� ��� �����������$ ����� =����� ������	 ��� ����� ���%
����� ��� ����� �� ��� ������ ���������� ����� ����$��� ���� �� ��� �������
��� �� ��� ��*�	 � ������ ���� ���� 0.05 �� ��� �������� ���*��� ��� ���%
��� ���������� *��� ��������� A ��� ��� ��* ���������� *��� ��������� B
����� ���� ��� ���� �$�������� ���� ��� �������� ����������� �� A ��� B
��� �+������� ���� ��� ���� ������������ �� �� �� ��C����� �� � ���&�����
����� �� �� ����� 95%	

0	 � ����� ����������� ��� ������� �������� �� ��� ��	�	
 �	���	��� �$ ����
�� ��� ������ ���������� ����� ����$���	 ��� ���������� �������� ��� ����
���������� ��� ��� ���� �� �� ��� ����� ��������� �� ����� 8� �������#
8�� ��������# ������# ����# 0�� ��������# ��� ��+����	 ����� &����� ���
�������� ���$ ��� ��� ��)� �� ������������ ��� �����# ��� �� ���� ���
��������� ��� ���������� ����� ��� ����������� �� ��� ��	�	
 �	���	���
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�� � ������ ������� �� ��� ����������� �� ��� *���� ����� �� ���������	�

(�� ��$ ����������� �������# ��� &����� �� ��� ������ ��������� �� ����� 8
������ �� ���� �+��������$	

��"(������ 
�������# �*� ��+%����� ��� �������� ��� ���� �+��������# �� �����
80� ��� 8 0# �����������$�

8	 � ��+%���� �� ��� ����� �������� �$ ���� �� ��� ������ ���������� �����
����$��� �� ��� ���� �	���	���	 ���� ��+%���� �������� � ��������� �����%
��������� �� ��� ����������� ��������� �� ��� ���������� ����� ��������� ��
����� 8 �� ��� �������� ����	 ��� ������ *��� ������� ���� ����� ����� ���� ��
�������'��� ��� ��3������� �� ��� ����������� �� ��� ������ ���������� ��%
��� ����$���	 ���� �� ��� �� ��� ���� ���� ��� ���� ����������$ �� ��� ���������
*����� ��� ��� �+������ ��3�������	 � �������� �������� �� �������� �$ ���
��������%���%�������� �������'����� ������� �� ��� ��+%����� ��������� ��
����� �	

�	 � ��+%���� �� ��� ����� �������� �$ ���� �� ��� ������ ���������� �����
����$��� �� ��� ���� �	���	��� �� �� ����� 8 ��� *��� ��� ��3������ ���� ����
��� ����� ��� �������'�� �� �� ��������%���%�������� �����	

7�	� �������� (�� ���� �� ��� �*� �+���������X����� 808!80� ��� 8  !8 "#
�����������$X� ����� ������������ ��� �$����� ���� ����� �� �������� ��� ���� ��
��� ���� ����	
 ���������� ����� ����$���	 ����� ����� ��� �)�� �� ��� ��� ������$
��������� �� (����� �	8�# ���� :8	 ���$ ������� ��� ������ �� ���������� ����� ��
��� ���� ����� ��� ����'����� �+��# ��� ��� ������ �� ��������� ����������# �����
��� �������� ���	 ��� ������# *���� ������ ��*�*����# ������ ��� ����� ��� ����	

��������� *��� �������	 ��� ���� ����� ��� ���� ������ �� ��������� ����������#
���� ��# ��� ���� ���� �� ��� ������ ���������# ��� �����
� ������ �� ����������
����� �� ��� ����	 =��� ��� ������� �� ��)�� ���� ��� ��3����� ������%������	 ,� ���
�����# ��������� �$ ����'����� ������ ����� ��� ������� �� ��������� ����������
�$ &�����# '����)# '����*# ��� '����+, ��� ��������	 .� ������ �� ����� ����
��� ������� ��������� �$ ���� ���� ���&�� ���������� ��� ����� ������ �� ����
�� ��� ������$��� ������������� �� �� ����� ���� ���� ���� ��������� �$ ���
������������� ����	
 ���������	 ���� ����� ������ �� ����������� �� �� ���� ����
�� ����� �� 6000 ���� �� ��� &��� �+�������� ��� 13680 �� ��� ������X��� -��� 8#
889	 ��������$# ��� �������� �� ��� ������ ���������� ��������� �$ ��� ������ �����
��������� ��� ����� ������ �� ���� �� *���� ��� ��������� �� ��� ���� �� ����� ���
*��� �������� ��� ���������� ������������ ��� ����������� ��������� ��� �����
��������� ������ �� &����� ��� ��� � ������� ����� �� ��� ��� ���������� *��� ���
����	
 ���������R ��� ������ ������ �� '����)# '����*# ��� '����+,# �� ���� �����

�!�� (����� 2 ��� � 
���	����� �� ��� ���	�5
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���� ��� ����� ��������� �� ��� ����� ���# ��� ����� ������� �� �*���# &�� �����
��� ��� �����# �����������$# ��� ��� ���������� *��� ��� ����	
 ���������	

���<���	���� (�����$# ��� ���� �� ��� �*� �+��������� � ������ �� ����������
��� ��������X�� ����� 800!80: ��� 8 :!8 ;# �����������$X*���� ���������� ���
��������$ *��� *���� ���� �� ��� ������� ��������� *�� ���� �� ������ ��� ����
���&���������	 >��� ����� �� �������� �� � ���� ���� ��� � ���%����	 ���$
��� ���� ���������� ���� ����������� ��� ���� �����# ��� ���$ ��3��������� ���
*��� �������� ��� ����� �� ������	 .� ��� ���� ���������# ���� ��� ������ ��
�����+������$ ��� ��������� �� ��� ����������X4 �� ��� &��� �+��������� ���
9 �� ��� ������	 ��� &��� ��� ���������� ��������� ��� ������ �� ����� ���
��������� *�� ���� �� ������ � ���������� ���� ����� ����� ��� ���� 1%# ���
�� ��	 ��� ��������� �� ��� ���%���� �� �������# *��� ��� ���$ ��3������ ���� ��
�3��� � ���� &��%������� �������������� ����� ���� ���� ��� ��� ��'� ���	 .� �����
*����# ��� &��� ��� ���������� ��� ������ �� ����� ��� ������ ��������� *�� ����
�� ������ ��� ���$ ���� ���������# ��� ������ ���# ��� ������ ����# ��� �� ��	 .�
���� ���������# *��� *� ��$ ���� ���������# �� �����������$ ���� ��� ���������
�� ����� ��� ���� 1%# *� ����� �� ��� �+������ ����������� �� ��� ����������
�� ��� *���� ����� �� ���������# �� ��������� �� ��� ����� �� � ��� K ���������
���������$ �������	

'���� �������� ����� 	����
 �� ��������� ����	
��
�

.� ���� &��� �+��������# ��� ������������� �� �� ����� �� �������� 	���	 ������ ���
��� ������������� ������'����� ������� ��������� �� ��� ���
����� �������

���� �������	

��� ������������	 �� � ����#

�������� 	���	 ������ �� � ������ ��� ��������$ ���������� ������������� ���� ��%
��������$ ������� ����� ������ �� ������������� �� ��� ������� ������ �����# ����%
��� �� � �������'�� *��) �� ��� ����� �� ����� ������ L5�����Q� �� �+# ����M	
�� ����$ �� �������� 	���	 ������ ���������# ���� ���������� ���� �� �� ����%
�&��� generate initial solution ��������� ��� �������� ����� �� ���� *��)#
perturbation ��������� ��* �������� ������ �� ��� ����� ������ �$ ����������
���� ��������# ��� acceptance criterion �� ���� �� ������ ���� *���� ����%
���� ��� *��) �� ���������# ��� ��� local search ��������� ���������� ���
����� ������ ��� ���� ��&��� L�$ ��� ��������� �� ��������� �� ��� ������M ���
����� �� *���� ��� *��) �������$ ��)�� �����	 (����� "	8 ����� �� ��������%
��� ������ ��� �������� 	���	 ������	 ��� history ��������� �� perturbation

��� acceptance criterion ��������� ���� ���� ��� ������ ������$ ��$ ��U�%
���� ��� �������� �� ����� ����������	 S��# ����� 
��)����� ���������������
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���	���� iterated local search
s0 = generate initial solution

s = local search(s0)
����� (termination condition not met) #�

s′ = perturbation(s, history)
s′′ = local search(s′)
s = acceptance criterion(s, s′′, history)

��#

(����� "	8� ����������� ������� �� �������� 	���	 ������	

�� �������� 	���	 ������ ��� �������# ���� ��# ��� ������ �� perturbation ���
acceptance criterion �� ����������� �� ��� ������ ������$	

�������� 	���	 ������ �� �����������$ � ������ ������ �������������	 ���� ��
��� �� ��� ������ ������$��� ��������� ��� �� ��� ���� ���� �$������$ ���$ ��*
����� �� ���� ���� �� �� ����� �� �� ������$ �+������ ����� ������ ��������� ��
��������� �� �������� 	���	 ������ ���������	 ������ ��� ���������$# �� ��� ���*�
���$ ���� ������������� ������� ��� ���� ������������� ������'����� ��������
���� �� ��� ��������� �������� ������� L
����� �� �+# 8;;8R 
����� [ ,���#
8;;:R E������ [ 
�/����# 8;;7M# ���������� �������� L5�����Q�# 8;;"M# ���+

�� ����$ �������� 	���	 ������ �� ��� ���
����� ���������� �������# ���
���� ��������� ���������� ���� �� �� ��&���R ��� �����*��� ������� *��� ���%
������� ����	 (�� ��� ������� �������� *� ��� � �������$ ��������� ����������
�� ����� �� ���������# �����$ ������� ���� ���������� ������������ ���������� ���
���
����� ���������� ��� ��� )��*�	

(�� local search# ������� ��3����� ������������� *��� ����������# ��� ����� ��
��� ����� �%��� ������������	 ��� ������������ N (s) �� � �������� s �� ��&���
�$ ��� ��� �� ������������ ���� ��� �� �������� �$ �+�������� �*� ����� ��
��������� v ��� w# ���� ��# N (s) = {s′| s′v = sw, s′w = sv, ��� s′z = sz ∀z �= v, w}	
.� ��� �+��������# *� ���������� &���% ��� ����%����������� ��������� �������
���������� ��� ����� ���� L�� ������ p · n# *���� p �� � ��������� ��� n ��
��� ������ �� ����� �� �� ��������M �� � ���� ������ ��������� ����� �� ���
������ ���� ������ �� �������� L8;;8M	 (�� ��� &���%����������� ��������� �������
���������# �����������$ ��� ��������� �� ��	G� ��� ���� L2�����$# 8;;�R 
�����
�� �+# 8;;8M *�� ������� �� ���
����� ����������	

��� ��������� perturbation �+������� k �������$ ������ �����# �����%
�������� �� � ������ ���� �� ��� k%��� ������������	 H� ��� �*� �����%
�������$ ��3����� *�$� �� ������� ��� ��������� k	 .� ��� &��� ��������# ���
����� ��� k �� ���� &+�� ���������� ��� ����������� ���R �� ��� ������ ��������#
��� ����� �� k �� ������� �� ����������� ���� �����*��� ��� ����� �� ����� ������	�
������������ ������ L=����� [ 
��������_# 8;;;M ����� ��3����� �������� �� ���
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������� ��� ��+���� �������� ����� k ��� ��)�	 ���� ��# �� ��� ������ ��%
������# *� ���$ k ���*��� �*� ������ kmin ��� kmax ��� ��3����� �������� �� kmin

��� kmax 	
�� ���������� ��������� �� ��� �������� 	���	 ������ ��������� *� ��� ���� ���%

������ ��������������

8	 ������ ���$ ������ ���������R

�	 ������ ������ ��������� ��*�$�# ��� ������ *���� �������� *��� � ����������$
�� exp((f(s)− f(s′′))/�) ����� � &+�� ����� ��� ��������� �	 .� ������ ��
������� ���� ���� �� ��� *���%)��*� 
��������� ���������� ��������� ����
���	���� �����	���R

0	 ��� ���� �� �� ����� �# ��� ���� � �� ����&�� ����� �� ��������� ��������
�� )��*� ���� ���	���� �����	���R

 	 ������ ���$ ������ ���������# ��� ������� ���� � ��*# �������$ ���������
�������� �� ��� q ����������# *���� q �� � ��������� �� �� �����# �� �������%
���� ���� ��� ���� �������� �� ��������	

��� ��� �� 	��#�#��� 	������������

��� ��� �� ��������� ���&��������� �� ����� �$ ��� �������� ������������ �� ���
�����*��� ������ �� ��� ���������� �� ��� �������� 	���	 ������ ����������

����� ������ ������������ �������� ���������� ���������
���� &+ 8 ������
&��� ��� � ���������`��*%���

&���52 0 ���������`���%����
������  ���������`������*��)
����:� " 5�
1`�������

�������`���
�������`����)
�������`���*

��� ����� ������ �� ��������� ���&��������� ���������� �� ���� �+����������
����$��� �� ��������� 8× 5× 2× 5 = 400	

��� 	���� �� ������	��

��� ���
����� ���������� ������� ��� ���� ��� ���C��� �� �� ��������
������ �� �������� �3���� ���# �������� *��� ��� ��������� �������� ����%
���# �� �� ��� �� ��� ���� ������� ������������� ������'����� �������� La���#
8;;9M	 ���
����� ���������� ��� ���� �� ��������� �� ��� ������� �� ��%
������� ���������� �� � ��� �� ��������� *��� ����� ��������� ���*��� ��� ���������
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��� ����� U�*� ���*��� ��� ����������R ��� U�*�# ��� �+�����# ���������� �� ���
������ �� ��������� �� �������� �� �� �+������� ���*��� �������� �� � ������%
���� �����������	 ��� ���� �� �� ������ ��� ���������� �� ��������� �� ���� � *�$
���� ��� ��� �� ��� ������� ���*��� U�*� ��� ��������� �� �������	

(������$# � ���
����� ���������� �������� �� �����&�� �$ n ���������� ���
n ���������# *���� ���� ���������� ��� ��������� ��� ����������� �$ �������� ����
��� ��� {1, . . . , n}# ��� �*� n × n �������� A ��� B# *���� avw �� ��� �����	��
���*��� ��������� v ��� w ��� bv′w′ �� ��� 7�� ���*��� ���������� v′ ��� w′R A ���
B ��� ������ �����	�� ��� 7�� �����3# �����������$	 ��� ���� �� �� &�� �� �������
����
	��	� �� ���������� �� ���������# ���� ��# � ����������� s = {s1, s2, . . . , sn} ��
����+ ��� {1, 2, . . . , n} ���� ������'�� ��� ���������

f(s) =
n∑

v=1

n∑
w=1

bvwasvsw .

=��� sv ������� ��� �������� �� �������$ v ����� ���������� s ��� ��� ���� bvwasvsw

����������$ ���������� ��� ���� ������������ �� �������������$ ��������� �������$ v
�� �������� sv ��� �������$ w �� �������� sw	

(�� ���
����� ���������� �� �� *��� )��*� ���� ��� �������� ����������� ��
��3����� �������������� ��# ��� ��� �������������# ��� �������� ����������� �� ���%
������ ���&���������# ������� �������$ �� ��� ���������� ����� �� ��������� L��I�%
'��# ���0R ��������# 8;;"R =��� [ ��I�'��# ��� M	 ����� ��� �*� ���� �$���������
�������� �� ����������� ��3����� ������� �� ���������	 ���$ ��� L�M ��� ����	�	��
�� ��� U�* ��� �� ��� ��������# *���� ��� ��&��� �� �� ��� ���6����� �� ���������
�� ��� ������� �� ��� U�* ��� �� �������� �����+# �����������$R ��� L��M ��� ��������
�� ��� U�* ��� �� ��� �������� �����+# ��&��� �� sp = n0/n

2# *���� n0 �� ���
������ �� '���%������� �� ��� ����� U�* �� �������� �����+	 (�� ��� ���������
����$��� �� ��� ������# *� �������� �*� ������� C1 ��� C2 �� ���������# ���� �����
����������  �� ���������	 (�� ���� �������# ��� �������� �����+ �� ��������� ��
�����*�	 (����# n ������ ��� ���������# *���� ��� ��������$ ����������� �� � ������
�� ���� ������ 0��	 ����# ���� ����$ avw �� ��&��� �� �� ��� >�������� ��������
���*��� ��� v%�� ��� ��� w%�� �����# ������� �� ��� ������� �������	

��� ���������� �� ��� ������ U�* �����+ ���� ��� �����*��� �����������

• sp# *��� 0 ≤ sp < 1# ��������� ��� �������$ �� ��� U�* �����+R

• A ��� B ��������� ��� U�* ������	

2$ ���$��� ��� ��������� sp# ��������� �� ��������$ �������$ ��� �� ��������	
��� ���������� A ��� B ����* �� �����$ ��� ������������ �� ��� �����+ �������
��������� �� y = (A · x)B	

�� �������� ��� U�* �����+ �� �� �������� ���� ����� C1# sp �� �������� �
������ ����� ��������$ ����������� �� [0.0; 0.08] ��� ��� ������ �� A ��� B ���
��� �� 100 ��� 1# �����������$	 (�� � ����� C2 ��������# sp �� ������ ��������$ ��
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���	���� flow matrix entry(A, B, sp)
x = rand() # a random number in [0,1]

�� (x < sp)
������ 0

����
x = rand()
������ MAX(1, (A · x)B)

��#

(����� "	�� ��� �������� flow matrix entry �� ���� ��� &����� ��� U�* �����+	

������ ���� ��� �������� [0.63; 0.71]# ��� *� ���� A = 10 ��� B = 2.5	 ����#
���� U�* �����+ ����$ �� ��������� �$ ��� ������� ����� �� (����� "	�	

��� ������ �� ���� *�$ �� ���������� ��������� �� ���� ����� �� ����� C2 ����
� ���� ������ �������$ ���� ��������� �� C1 ���# �����������$# ��� ������������ ��
��� ���%'��� ������� �� ��3�����	 ��� ��'� �� ��� ��������� �� ������ ��������$ ��
������ ���� ��� ��� {65, 66, . . . , 74}	

��� ������� �� ��� �"���������

��� &��� ������� ���� ����� �� �������� �� ���� ��� ����� �� ��� ���������
������� �������� �$ ��� ������ ������� ����� ����$��� �� ���$ ����� �������� ��
��� ��3������� ���*��� ��� ��������� .� ����� "	8L�M# ��� ������ �� �� ��� �����
�� ��� �������� *���� ��� ������ �� ��� ���������	 .� *� ��� �� ���� ��� ���������
����$��� �� ��� ������ ������� ����� ����$ �����$ �� ��� ���� &����� ����������
�� ����� "	8L�M# *� *���� ���� �� �������� ���� ��� ���������� ��� ��� ����������
��� ���� ��� ���$ ��3������� �� ����� ���� �������� ��� C��� � ������ �� ������	
���� ���������� *���� �� ������$ ���&���� �$ ��� ��+%���� �� ��� ��%�������'��
����� ����� �� (����� "	0L���M	

-�����������# � ������ ����$��� ������� ���� ��� ����� ���������� �� ��� �������
�������� �$ ���� ������ ��������� �� ��� �����$ �� � ����� ��3������ ����� ���
��������� ������� �� ��� ����$	 ���������$# ���� ��������� ��������$ �� ��� ����� ��
��������� ���������� *����� ��� ��� ��3������� �� ��� ����������� �� ��� ������
���������� ����� ����$���	 ���� �$�������� �� ���&���� �$ ��� ��+%���� �� ���
�������'�� ������� ����� �� (����� "	0L������M	 .� ���� ������ �����# ��� ����� c
�������� �$ ��� ������ ���������� �� �������� i ��� �������'�� ���*��� � ��� 8
��������� �� ��� �����*��� ����� ����������

ć(c, i) =
c− cmin

i

cmax
i − cmin

i

,

�!�� !������ 25-5- ��� � 
���	����� �� ������� ��
�� �	������� ��� ��� �� 	��
 ��� �������:���
�� �������
 ����� �� �� ��������=���=�������� �����5
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*���� cmax
i ��� cmin

i ���# �����������$# ��� ��+���� ��� ��� ������� ���� ��%
������ �� �������� i �$ ��� ������ ���������� ����� ����$���	

,��� ��� ����� ��� �������'�� �� �� ��������%���%�������� �����# ��3�������
������ ������$	 (����� "	0L������M ���*� ���� ������ �� ������$ ��� ���� �� ���
����	
 ���������� �������# ��� ���� ������ ��� �-������ ������� ��� ������ ����
&�����	 ,� ��� ����� ����# �&������ ��� �$������ ��� ��� ���� �� ������� ����
����� ����������� ��������	 (������# �� ������ �� �������� ����# �� �+������#
��� ����������� �� ��� ����������� ��������� ���������� �� ��� ����$ �� �������
��������� �� ��� ������ �� ����������� ����� '����+, �� ��� ����# *���� '����*#
'����)# ��� &����� �����* �� ���� �����	 ������ ������� �������� �� &�����# '����)#
��� '����*# ��� ���������� �� '����+,	 ���� C����&�� ��� ���������� ����# ��
����� ��� *��� �������� ���� &��� �+��������# ��� ����	
 �������� �� ����� 8�
����� ���� �6����� ���� ��� ����������� ��������� .�����# ����������� ����� �
����������� ���� 8� ����� ������ ���� ������ �� ����� �� ������ �� ����������
�����������	

��� ����������� ���*� ����� ��� ����� �� ��� ������� �� ��� ��+%����� ��
��� �������'�� ����� ����� �� (����� "	0L������M	 ��� ���� ����������� ��� ��
���*� �� � ���� ������ ������ �� ��� ����� �� ��� ������� �� ���� ����������� �����	
����� "	8L�M ���������� ��� �%������ �� ��� 1���3�	 ������������� ��
	�����	��
���� L1������# 8;;;M ��������� ���*��� ���� ���� �� ������ ����������# ���������
��� �����������$ ����� =����� ������� .� ������� ���� ������ �� �����&�����$	 ���%
��� ���� ��� ����� ����	
 ���������� ��� �� &�����# '����)# ��� '����*	 ,� ���
����� ����# �� ���� ���������� ��� �� ���*� ���������� '����+,� ��� �+����%
������ ������� ����� �� �������� ���� ��� �� ������ ���� ��� �����	 
�������# ���
&����� ���������� �� ����� "	8L�M ���&�� ���� ��� ��3������� ���� *��� ������$
�������� �� (����� "	0L������M ���*��� ��� ���� ����������� ��������� �� ���
����$# ��� ��� ������������$ �����&���� ��� ����# �� ��� ����� �� ��� ������� �� ���
�+��������# *� ��� ��� �������'�� �� ��C��� ��� ���� �$�������� ���� ��� �����%
������� �������� �$ �$������# �&������# ��� &����� ��� ��� �+������� ���� ���
���� ������������	

� ������� ������� �� ��� �������# ��� ���� �����&����$ �� ��� �����������
����� �$������# �&������# ��� &�����# ��� �� �������� ���� ��� ���� ���&���
�������� �� (������ "	 ��� "	"	 .� ��� �� �������� ���� �&������ ��� �$������
��� �����������$ ������������ ��� ������� ���$ ��* ����������	 �� � ������# ���$
��� ��� ���� �� ����� �� ��� ���� ���������� ��� ���$ ��� �� ���������� � &���
��������� �� ��� ���� ���� �� ������������$ ���������� �� ��� ��� ��������� �$ &���
���	 ���� �� ���&���� ���� �$ � ���������� �� ��� ���������� �� ��� �����������
*��� *���� ���� ���������� *��� ��������	 ��� ���������� ���������� �$������
��� �&������# ��� (����� "	7# ��� ��� ��� ���������� &�����# ��� (����� "	7L���M#
������ ���������	 ,� ��� ����� ����# ��� ���� ���&��� ����� �� (����� "	 ���*
���� ������ ��� �-������ ��� ���� ������ �� ���������� �������� ���������� ���

��� � ����
���� ����� �� �� ����� 95%5
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�� �������� �� ��� ���� ��������� ����	 ���� ������� �� � ������ ����������$ �� ��%
������� � ���$ ���� ���������# ��� (����� "	:	 2���� �� ��� ��������$ ����������#
*� ����� ���� �������� ���� ������ �������� ������ ���� '����+,	�


� &��� �����) �������� ��� ���������� ���*��� ������ ��� �-������	 ���
����������$ �� ���� ���������� *��� ������� �� �$������ ��� �&������ �����# ��
������$ ��������# �� ����� ������$ �� ������� �������� ��������� ��� �� ����� ��
��� ���� ����	 -�����������# ��������� (����� "	 # ��� ��)��� ���� ������� ����
������ �� �����&�����$ ������ ���� �-������# ��� ����� "	8L�M# *� ��� ��� �� ���
���������� ���� �-������ �� �������$ ��� ���������� �� ���������� ���������� ���
���� �� ���� ��������� ����%�+����� �� ��� ���) �� ���������� ��� ���� ���� ��
��� ����$ ������ �� ��� ����	 1�����$# � �����%�3 �+���� ���*��� ��� �*� �+�����
��������� ��*���� ��������� �����������	 ��� ���� �� �$�������� ������� �$
�-������ ���� ��� �������� ��$ ���������� �� ��� �%������ �� ����� �� ������� ���
��� �����������$ �� ��� ����*��� ����� ���������	 ���� ������� �� � ���������$ ����
����������$ �� ���������� ���������� ���� �� �� ������������$ ��6����� ��������
�+���� ������� ����	��

(�� ��� ��)� �� ������������# � ����������� �� ��� ���� �� ���&��������� ��
����� �� ����� "	�	 .� ���� �����# ��� ���&��������� ����������� ��� ����� ����
�� ������� �������� ��� �������� ���� �� ��� ��� �� 9�� ��������� �� *���� ���
*���� ����$ *�� ������� ���	

�	(������ �� �	�=���� �� $��	�� .52&���' >�� �� ��� �� �� $��	�� .58&������'5
���� ��	�
 �� �	M����� �� ������ ��� ��� �� �� ����
���� ����� �� 95% ��
� ��"� -44

	���������
 �=����� ��� ��������
 ���>��� ������� ��� � ������
 ���� �� ���� ���	�������
� �����
�" �� . �� �	� ����� ����������� >��� �� ����������" 
������
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����� "	8� ������ �������� 	���	 ������ ��� ���
����� ����������	
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� ;�� L� !����
 !��
 ?�� L� !���

������ 11894279 17138434 26214814 25174094 33141333 40792940
�������� 11902235 17143118 26219483 25174869 33129746 40783681
�	������ 11894279 17157467 26219483 25180791 33125245 40826733
�
������ 11894279 17157467 26219483 25180821 33125245 40826733
	���� 11894279 17157467 26219483 25180779 33125256 40826733
������ 11890443 17153696 26219483 25178977 33125245 40792940
������ 11894279 17145910 26219483 25176082 33125883 40783681
������� 11902235 17138434 26214814 25174252 33129746 40755716

&�' (���� �� �� ���� ���������5

������ �	
����� ��
����� ��
����� ����� ������ ������

�	
����� �,	��−06 - - - - - -

��
����� < 2�−16 < 2�−16 - - - - -

��
����� < 2�−16 < 2�−16 �,���−01 - - - -

����� < 2�−16 < 2�−16 �,

�+00 �,�
�−01 - - -

������ < 2�−16 < 2�−16 �,�	�−07 �,
��−07 	,
��−07 - -

������ < 2�−16 �,���−05 < 2�−16 < 2�−16 < 2�−16 < 2�−16 -

������� �,

�+00 �,���−04 < 2�−16 < 2�−16 < 2�−16 < 2�−16 < 2�−16

&�' ����>��� ����������� 	���� C���� �� ����5 �=���	� �
#	������ ����
? E���F�5

!�
� ;�� L� !����
 !��
 ?�� L� !���

������ 22709781 24835332 25106551 25099522 25365590 28288901
�������� 21708438 24861445 25111952 25105230 25352345 29201166
�	������ 17266519 23521488 24956328 25021719 26627119 32238700
�
������ 17266519 23521488 24950148 25023912 26610051 32238700
	���� 17036725 23458131 24927161 24987857 26610051 32292821
������ 20839558 23996618 25137767 25092220 26173338 29480131
������ 21937598 24487020 25163340 25144915 25794130 27796878
������� 22959610 24701240 25129259 25115490 25562065 27182278

&�' (���� �� �� �	���� ���������5
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'���	 ��� ����� ������������ �� ������
	 �������


.� ���� ������ �+��������# ��� ������������� �� �� ����� ��MAX/MIN ��� �
��
��# ��������$ ���������� �� ��� �� ��� ���� ���������� �������������� ���������
�� ��� ��� ��	��
 ����������� �����$# ��� ��� ������'����� ������� ��������� ��
��� *��� )��*� ��������� �������� ������� �� ��� �$������� �������	

��� ������������	 �� � ����#

��� ��	��
 ����������� L����� �� �+# 8;;:# 8;;;R ����� [ � 1���# 8;;;R �����
[ ��I�'��# ����# ��� M �� � ����������%����� �������� �������� �$ ��� ��������
�������� �� ���� ��� ��� �������� �� ���� ������������� ������'����� ��������	
.� ��� ��	��
 �����������# ����&���� ���� ��������� ���������� ������������ ���%
������� ���� ��� ������ �$ ��������� ������ ��� ��������� ����������� �� ���
������� ����� ������	 ��� ��������� �������� �$ ��� ���� ��$ ���� �� ��%
������ �$ ����$��� ���� ����� ������ �������	 ��� ��	��
 ����������� ����������
�$������$ �����* ��� ����%����� ��������� ����� �� (����� "	8�	 MAX/MIN ���
�
��� L��I�'�� [ =���# 8;;:# 8;;7# ����M �� ��������$ ��� �� ��� ���� ����������
��� ��	��
 ����������� ���������� ��� ��� ��������� �������� �������	
MAX/MIN ��� �
��� ���������� ����� �� �����*�� .�������$# ���� �� ��� m

���� �� ������ �� ���� �������$ ������ ���$	 �� ���� ������������ ����# ��� z
������� � ���������� ������ ������ ����	 .� ����������# *��� ����� �� ���$ v# ��� z
������� �� �� �� � $�� ��������� ���$ w �� ��� k%�� ��������� *��� � ����������$

pz
vw(k) =

[τvw(k)]α · [ηvw]β∑
l∈N z

v
[τvl(k)]α · [ηvl]β

, �� w ∈ N z
v ; L"	8M

*���� ηvw = 1/Dvw �� �� � ������ ��������� ��������� �����# α ��� β ��� �*�
���������� *���� ��������� ��� �������� ��U����� �� ��� ��������� ����� ��� ���
��������� �����������# ��� N z

v �� ��� �������� ������������ �� ��� z# ���� ��# ���
��� �� ������ *���� ��� z ��� ��� ������� $��R �� w /∈ N z

v # *� ���� P z
vw(k) = 0	

����� ��� ���� ���� ����������� � ��������# ��� ��������� ������ ��� �������
��������� ��

τvw(k) = (1− ρ) · τvw(k) + ∆τ best
vw , L"	�M

*���� ∆τ best
vw = 1/Lbest �� ��� (v, w) ∈ T best ��� '��� �����*���	 =��� T best ��

������ ��� ��������	����� �������� T ib# �� ��� 
�������� �������� T gb ��� Lbest

�� ��� ������������� ���� ������	 >+���������� ������� ���*�� ���� ��� ����
����������� �� �������� �$ ��������$ ���������� ��� ��������$ �� �������� T gb

��� ��� ��������� ����� ������ L��I�'�� [ =���# ����M	
.� MAX/MIN ��� �
���# ��*�� ��� ����� ������ τmin ��� τmax �� ���

�������� ��������� ��������� �� ��$ ��� ��� ������� �� ����� ������ ����������	
��� ��������� ������ �� MAX/MIN ��� �
��� ��� ��������'�� �� ����� �����
��������� ����� ������ τmax # ������� �� �� ��������� �+��������� �� ����� �� ���
����� �� ��� ����������	 .� ��� �+��������� ���� �������� �� �������� �$ � �����
������ ���������# ������ �%���# 0%���# �� �	"%��� L2�����$# 8;;�M	
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���	���� ant colony optimization

Initialize pheromone and calculate heuristic

����� (termination condition not met) #�
p = ConstructSolutions(pheromone, heuristic)
p = LocalSearch(p) # optional

UpdatePheromoneTrails(p)
��#

(����� "	8�� ����������� �)������ �� ��� ��	��
 ����������� ��� ������ �������%
������ ������'����� ��������	

��� ��� �� 	��#�#��� 	������������

.� ��� �+���������� ����$# *� ���� ������ � ������ �� ���&��������� ���� ��3��
�� ���������� ��������� �������� ��� MAX/MIN ��� �
���	 H� ������� ��
����������� �������� ��� ��� ���� ��������� ���������� �� ���$ *��� ������&�� ��
������� �������# �� ���������� *� ���������� ������ �� α# β# ρ# m# ��� ��� )��� ��
����� ������ ������� ��� ��������� ��� ������$ �� ��� ��������� ����� �$ ��� ����	

��� ��� �� ��������� ���&��������� �� ��� ����� �� �*� ������� ���� �� *���� ��
��� ��� �� ��� ������������ �� ���� ����� ������ �� ��� ���������� �� ��� ���������	
(�� *��� �������� ��� &��� ������# ��� ������ �� ��� ���������� ����

α β ρ m ��
�	7" � �	�� 8 �%���
8	�� 8 �	8� " �	"%���
8	"� 0 �	�" 8� 0%���

" �	"� �"
�	7"
�	;�

��� ������ �� ���&��������� �� ��� &��� ������ �� ��������� 3×4×4×6×3 = 864	
.� ��� ������ ������# ��� ������ �� ��� ���������� ����

α β ρ m ��
� � 8	�� 8 �%���

8 " �	"%���
0 8� 0%���
" �"

��� ������ �� ���&��������� �� ��� ������ ������ �� ��������� 1×4×4×1×3 =
48	 .� ������ �� ������� ���� ��� ���&��������� �� ���� ������ ������ ���������
���� ��
�	����� ������� �� ��� ��	��
 ����������� �� *����# ����� α = 0# ���
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��������� ���� ��� ���$ ��$ ���� �� ���X��� >������� "	8	 .� ���� � �������#
�� �� �� ����������$ ���&���� �$ �� ���������� �� >�������� "	8 ��� "	�# ���
����������� ��������� ρ ������� ����������	 (�� ��&��������# ���� �� �� ��� �� 8#
��� �� ���� ��� ���$ ��$ ����	

��)��� ��� �*� ������� ��������# ��� ����� ������ �� ��������� ���&�������� ��
864 + 48 = 912	

��� 	���� �� ������	��

/���� � �������� ����� G = (V, E, D) *��� V ����� ��� ��� �� n = |V | �������� ��
�����# E ����� ��� ��� �� ��
�� �� ���� ����$ ���������� ��� �����# ��� D ����� ���
*����� �������� ���� ������� ���� ���� (v, w) ∈ E � ������ Dvw# ��� ���������
�������� ������� �� ��� ������� �� &����� � �������� ������ ���� �������� ����
���� �� G ����	 H� ������ ��� ��������� �������� �� �$�������# ���� ��# *�
���� Dvw = Dvw ��� ����$ ���� �� ����� v ��� w	

��� ��������� �������� ������� �� �+��������$ ������� �� ��� ����������
��� ������ �� � �������� ��������) ������� LE������ [ 
�/����# 8;;7R 5�*���
�� �+# 8;9"R B������# 8;; M	 (�� ��� ����$ *� �������$ �������� >�������� �����

����� �������� ������� ��������� *��� � ������ ������������ �� ���$ ������%
����� ��� � ������ ������ �� ������	 >�������� ��������� �������� ��������
*��� ������ ������� ���� ��������� ��� ���� �� � ����� ������ �� �+����������
���������� �� ��� ��������� �������� ������� LE������ [ 
�/����# 8;;7R
E������ �� �+# ���8M	 .� ��� ����# ���$ ��������� ��� �������$ ������ ������%
��� �� � ������� ������������ �� � ������ �� ��������� 10.000× 10.000# ��� ���
��������� ��������� ��� ������� �� ��� ������� �������	 ��� ������ �� ������ ��
���� �������� �� ������ �� �� ������� �������$ ������� ��������� �� � �������
������������ �� ��� �������� [300, 500]	 H� ��������� � ����� ������ �� "�� ����
��������� ��� ��� �+��������� �������� �� ������� "	

��� ������� �� ��� �"���������

���� �� ���� ������ �+��������# ��� ����� �� ��� ��������� ������� �������� �$ ���
������ ������� ����� ����$��� �� ���$ ����� �������� �� ��� ��3������� ���*���
��� ��������� .� ����� "	0L�M# ��� ������ �� �� ��� ����� �� ��� �������� *���� ���
������ �� ��� ��������	 ���� �� ���� ����# ��� &����� ���������� �� ����� "	0L�M
��� ��� ��+%���� �� ��� ��%�������'�� ����� ����� �� (����� "	88L���M ��� ���
���$ ����������� ��� �� ��� ���* ��$ ��3������ ���*��� ��� ����������	

-�����������# ��� ������ ���������� ����� ����$��� ��3�� ���� �� ���� ������
������� �� ���&���� �$ ��� ��+%���� �� ��� �������'�� ������� ����� �� (��%
��� "	88L������M ��� �$ ����� "	0L�M ���� ���������� ��� �%������ �� �1���3�	
������������� ��
	�����	�� ���� L1������# 8;;;M ��������� ���*��� ���� ���� ��
������ ���������� ��� ��������� ��� �����������$ ����� =����� ������	
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,��� ��� ����� ��� �������'�� �� �� ��������%���%�������� �����# ��3�������
������ ������$	 .� ���� ������ �+�������� ������ �� ����� ��� ���� ��������� ���
�� ���� ���� ��� ��3������ ���*��� ������ ��� �-������ �� ��� �����&����	 ,�
��� ����� ���� ���� ������ ��� �-������ ��� �����&�����$ ������ ���� '����+,	
1������$ �� ��� &��� �+��������# ���� �&������ ��� �$������ ������� ���� &���
���	

��� ����������� �� ��� *���� ����	
 �������� �������� �� ��� �����������
�������� �� ���� ���� �����������$ �� ���� ������ �+�������� ���� �� *�� �� ���
&���� ��� ����	
 ���������� ������� �����&�����$ ������ ���� &�����# ��� ������ ��
�����&�����$ ������ ���� ���� '����+,	 (�� *��� �������� ���� ������ �+��������#
*� ��� ��������� �������� ���� ��� ����	
 �������� �� �� ����� 8� ����� ����
�6����� ���� ��� ����������� ��������	

(������ ������� �� ����� ������� ��� �� �������� ���� ��� ���� ���&��� ��������
�� (������ "	8� ��� "	80	 .� ��� �� �������� ���� �&������ ��� �$������ ��� ����
������������ �������� �� ��� &��� �+��������	 ���$ ��� ���� �� ������� � ��*
���������� ��� ���� ����� �� ��������� ���� &�����	 ���� �� ���&���� ���� �$ �
���������� �� ��� ���������� �� ��� ����������� *��� *���� ���� ���������� *���
��������	 ��� ���������� ���������� �$������ ��� �&������# ��� (����� "	8"# ���
�� ���� ���� ������$ ������ ���� ��� ��� ���������� &�����# ��� (����� "	8"L���M	

��� ���� ���&��� ����� �� (����� "	8� ���&�� ���� ������ ��� �-������ ���
����� ���� ������ ���� �&������ ��� �$������ �� ���������� �������� ����������
��� �� �������� �� ��� ���� ��������� ����	 ���� �+����� ����� ������ ���%
��������	 (�� *��� �������� ��� ���������� ���*��� ������ ��� �-������#
����� ���� ���&��� ��� ����� �������# *��� �-������ �������$ ���� ���������� ��
��� ����$ ������	 ��� ���������� �������� �� (����� "	8 ���&�� ���� ��� �*�
���������� ������ ������������$ ���������� �������# *��� ������ ������ ��$*�$ �
������$ ������ ����������$ �� ��������� ��� ���$ ���� ���&����������

(�����$# � ���������� �� ��� ��������� ����� �� (����� "	8 L���M *��� ��� ���
�� (����� "	87L������M# �������� � ����� �������� �� ��� ����������$ �� ������
���� '����+,	

(�� ��� ��)� �� ������������# � ����������� �� ��� ���� �� ���&��������� ��
����� �� ����� "	 	 .� ���� �����# ��� ���&��������� ����������� ��� ����� ����
�� ������� �������� ��� �������� ���� �� ��� ��� �� "�� ��������� �� *���� ���
*���� ����$ *�� ������� ���	

��(������ �� �	�=����� �� $��	�� .5-/5
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����� "	0� ������ ��� ��	��
 ����������� ��� ��������� ��������	

!�
� ;�� L� !����
 !��
 ?�� L� !���

������ 1456813 1537311 1577406 1574952 1611164 1690817
�������� 1456252 1537458 1577406 1574964 1610494 1690817
�	������ 1456527 1537334 1577432 1575051 1610606 1690817
�
������ 1456252 1537334 1577469 1575041 1610540 1690817
	���� 1455541 1537540 1577866 1575239 1610494 1694868
������ 1455541 1537472 1577631 1575126 1610449 1691569
������ 1456252 1537311 1577432 1575041 1610534 1690817
������� 1455541 1537900 1577432 1575038 1610507 1690817

&�' (���� �� �� ���� ���������5

������ �	
����� ��
����� ��
����� ����� ������ ������

�	
����� �,

�+00 - - - - - -

��
����� �,���−04 �,���−04 - - - - -

��
����� �,�
�−04 �,���−04 �,

�+00 - - - -

����� < 2�−16 < 2�−16 �,�	�−10 �,���−12 - - -

������ �,
��−12 �,���−13 �,���−03 �,���−04 �,���−04 - -

������ �,���−03 	,	��−04 �,

�+00 �,

�+00 �,���−12 �,���−04 -

������� �,���−04 �,���−03 �,

�+00 �,

�+00 �,
��−12 �,���−04 �,

�+00

&�' ����>��� ����������� 	���� C���� �� ����5 �=���	� �
#	������ ����
? E���F�5

!�
� ;�� L� !����
 !��
 ?�� L� !���

������ 1565751 1574523 1574754 1574736 1574987 1578830
�������� 1564873 1574501 1574774 1574767 1575035 1589207
�	������ 1555983 1571733 1574678 1574668 1577823 1590297
�
������ 1555785 1571610 1574616 1574602 1577439 1592108
	���� 1537934 1566247 1575159 1574636 1582732 1617135
������ 1550518 1569380 1574908 1574664 1580228 1601095
������ 1557821 1571260 1574660 1574723 1578013 1592829
������� 1560420 1572343 1574829 1574688 1576982 1585435

&�' (���� �� �� �	���� ���������5
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����� ��� ������� *��� ������� �� ��� �������������� ������� 	 ��� �����������
*�� ���������$ *�� �$ �� ��������� ��������� �$ ������� F������ L���0�R ���0�M	
-�����������# ��� ��������� ��������� �$ 1����������# 2��������# ����� [ B����%
���� ��� ��������� ����# ������������# ��������� �� ��� ���������� ��������� ��
��� �����������# ��� �6���� *����� *����# �� ����# ������������ �$ ����� � �����
������ ��� ��� ����� �������	

���� �������� ��� ���� ������� ��� �$ ��� ������ �� ���� ������ ��� ��%*��)���
������ ��� ����� ����� �� ��� �������� �������$ �� ��� �������������� ������� ��
��� ������	���� �������	�	 ����� ��� ������ �����# � ������ �� ����������%
���� ��� ���� ����������� �� ����� ���� ��������%���*��� ������� ����� ������
����*��� ��������� ��� ���� ����������	 ���� *�� ���� *��� ��� ��� �� ���������
�� � ���� ����� ��� ����� ������$��� ���� ������������� ��� ���������$ �����%
�������� *���� ������ ���������� *��� ��� ���� ��������� ��� ��� ������� ��
����	 ��� �������������� ���������� ������ ��� ������ ����� *��� ��� ��	��

�����������# ���	�������
 ����������# �������� 	���	 ������# ���	���� �����	���#
��� ���� ������	

.� ��� ����� �����# ����� �������������� *��� �������� �� ��� ���� �� ��� ����%
������ �� �� �����������

• ��� ��	��
 ����������� �� ��� MAX/MIN ��� �
��� ������� L��I�'�� [
=���# 8;;7# ����M	 ��� ����� �� �+ L���0M ��� ����� L���0�M ��� � �������%
���� �� ��� �������������� ��MAX/MIN ��� �
��� ��� ��� �����������
������ ������	���� �������	

• ��� ��������� ����� �	������# *���� �� � ������������� ��������� �� ���
���	�������
 ���������� �����$# ���� ������ ������������ ���������� ��� ���
��������'����� �� ��� ���������� ��� ��� ��� ������������� �� �����������#
��� ����� ������ ��� ��������� ��� ������$ �� ��� ��������� ��������� L2��)�
�� �+# 8;;:R 
������ [ -�����# 8;;�R B����%���� [ ��������# ���0M	

• �� �������� 	���	 ������ ���� ���� ������� 	��
�������� �����	� �� �����
������# ��	��� ����� �� �������������# ��� �		���	
 �� ���������� �����%
���� L5�����Q� �� �+# ����M	

• �� �������� �����
 ������ ���� �� �������� �$ ��� �������� �� ��� �����

�������� ������� L1��������# 8;;�M	 ���� ��������� ����� �� ������ ����
����� ������ �$ ����������� ���� �� ��� *���� ���������� ��� �$ ���� ��%
������������ �� �� ��� ����� �� ������������ ����������	

��� ����� 
���������� �� �� ������� ����
����" �
����
 �" �� /�	�������	��� 0�	�
�"

��
� �� ������	���� �� 
�������� �� �� ���� ����� �� >�� �� ��	
" �� ��� ������� ��
���� ������:�
� ��� ����� �� (����� -� �� ���� 05
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�������# � ������ �� �$���� �������������� *��� ���������� *���� ��� ����� ��
��� �����*��� �����������

�������	���� ��������	�� 
��� ���� :� ��3����� ������������ ���������� *���
���������# *���� *��� �������� �$ ��� *��) �� ����� �������� ��� ��
����� �����&� ����������� ������������ ��)� ����� �� 2��)� �� �+ L8;;"M ���
-�*��� L8;;;M	

/�	�� $���	�� � ������ �� ��3����� ����� ������ ���������� *��� �����������#
����� �� 7 ��3����� ������������ ���������� ��� �� ������� *�$� �� �+%
������� ��� ������������	 ��� ���� ������������ ��� ��������� �� ������ ��
1���������� �� �+ L��� M# *���� ����� �������� ��� ��������� �� B����%
���� �� �+ L����M	

������������	�� � ������ �� �������������� *��� ����������	 ����� ����#
����� ���� �������� ����� ���� �3������ �� ������� ��� ����� ������ ��� ��
����� ������ ��� ��*���� ����� ��������� ������� *����

.������ 	��
�������� �����	�* *���� �������� �� � �������� �� ����� ������
���������� �� ��3����� ������������ ����������	 ��� �������� �� ��%
��������$ �������� ����� �� ������� ����������� �� �������� �� ���� ��
��� �������������	

���� ������* *���� �� ����� �� ��� ���� �� ��������� ���� *�������� ��%
������� ������ ����� ������ �������� ����# �� ����� �� ����� �$����#
������$ ������� ����������� ��� ��� ��%�������	 �� ��������� �$ ��� ��%
����� �� ��� &��� �����# ���� ������ �� *���� ����� ���� ���$ ��� �������
���� �����������	

%������� �		���	
* *���� �� ����� �� ��� ���� �� ��������� *�������� ��%
������� �� ��� ����� ������ ��������� �� � ������������� ��������� ��������
�$ ��� ��$����� ��������� �������	

��)�� ��������# ��� ����������� ����� �������� ������������# ��� ����� ���������
���������� ��&�� � ����� ����� ����� �� �$���� ��������������	 .� ����� �� ������
� ����%�����������������������# ���� ����� *�� �+������ ����� �� ���������� ����
�� ������$ ������� �� ������	 .�����# ��������$ �� ������# ��� ��������� �������
�����������$ ��������� � ������ �� ���������� ��� �������� ���� ��������� ����#
�� ���� �� ��6����� �������� �� �������� ������� ����	 .� ����# ��� ��������� ��%
����� �� ��� ���� ���������� ��� ������� �� ����� ���������� ���� �������������
��������� �� ����� �� ������ � ���� �������� ����������	 ,� ��� ����� ����#
�������$ �� ������# *���� �� � ����$ ��������� ���������# ��� ��������� �������
���� ������ �� � ����� �������� ��)�� ���� �� ���� ����� �� �������� �� ������
��� ���������� ���� ������ �� ���������	 ���� �������� �� �� �� ���� �� ��� �����
�� ��� ����������� �������� �$ ��� ��������� �� ��� ���� �� ����������� ����� ���
������	 ��� ������ ��� ��� �������� �� ���� � ����%��������� ��������� �� ����
��� ���� *�� ��� �������� �����$ �� � ������ ��� ��������� ��� ���$ ���� ���������



"	�	 ���� ������������ �� ��� ����	
 �������� 8"7

��� ���� �� � ������ ��� ��������� ���� �� ��� ����������� �� ���� ������� ��
�������������� ��� ������� ����$���	 ���������# ���� ���&���������# �������� ��%
�������$ ��������# *��� ��� ����������$ ��������� ��� *��� ��������� )��� �����
*��� ��� ��� �� ������� � ������ ������������� �� ����� ��������	 
�������# ���
����%��������� ��������� ����� ��� ����������$# �� ��� ��� �� ���� ����� �� ���
����# �� ����$'� ��� ����������� �� ��� ���������� ��� �������$ �� ������� �� ���
���� ����� ���&��������� �� ��� ����� �� ��� ������� ������� ��������	 ���� �������
*�� ������ �+������� �� ��� ���� ���� ��� �� ��� ��������� �� ��� ������������� ��
�� ��������� �� ��� ������������ ����� ��� &��� ����� �� ��� ����# �� *�� ��%
�������� ���� � �������� �� ���������� *�� �����������$ ���������# �����$ �����
��������� � ��&������ �� ��� ���������� ����� �� ���	���� �����	���	 ,� ���
����� �� ���� �����������# ���� ���&��������� ��� �� ���� �������� *��� ��������
�� ��� ����	 ��� ��������� ���� *�� ��� ���� ��� ���� *�� ���������$ ���������
�� ��� ����������� �� ��������$ ��� �� ����� ���� *��� �������� �� ��� ���� �����
��� &��� ����� �� ��� ���� ������	

(����� "	8; �������� � ��������� �������������� �� ��� ���� ���� ��� �� ���
��������� �� ��� ��������� ���� *�� ���������$ ��������� �� ��� �	���	����	�
��������	
 ����������	 �$ 1����������# 2��������# ����� [ B����%����	 .�
������ �� ����� ����# ��������� �� ��� ����� �� ��� �����������# ���� ���������
�� �� ��������� *�� �������� �� ����� �� ��������� �� ��� �����������������

������	���� �������# ��������� �� ��� *�� �$ ��� ������'���	 ����� �� ��%
������� *��� ���� ��������� �� �*� ����� $�� &# ���������� 8� ���������# *��
��������� �� ��� ����������� ���� �� ,������ 8# ����	 $�� 
# ���� ���������� 8�
��������# *�� ��������� �� 
���� 87# ���0# ���� ��# ���$ �*� *��)� ������ ���
�������� ��� ��� ���������� �� ���������� �� ��� �����������# *���� *�� 
���� 08#
���0	

��� ���� ���������� �� ������� ��� �� 97; ���������� �� *���� 0�: �������
���������� *��� ����� ����� ��� &��� �����# ��� � ����� �� 889"	 ��� &��� �����
*�� ����� ���$ �� ��� ��������� �� ��� ����� ��������� ��� 8	 ����� ��� &���
�����# ��� ���������� *��� �������� ��� ��� ����� ���������	 ��� ����������� ��
���������� ������ �� ��� ���� *��� ����� �� ��������� �� ���� ��� 8 ��� ��� �	 ���
*���� ���� ���) ����� ��� ����� �� ����������� ������ �� �����������# ����$���#
��� ����� ��������	 .� �������� �� �� � ��+���� �� 0� �������� ���������
��$������$ ������� �� 2�������# >��������# ��� ��������# ��� ������� ��� 5���+
��������� �$����# *��� 1�4 ����) ������� ���*��� 0�� ��� 89��
='	

/����� � �������� ����������� �� ��� �������� �$���� ������������� ���� ��%
$��� ��� ���� �� ���� �������	 .� *��� �� ��6����� �� ������� ���� ���� ���
��������� �� �� ����� �� ���	���� �����	��� ��� ���� �� ������ � ������ �� ���%
������ ������������ ���������� ��� �������� � &��� ���������� *���� �� �$������$
�� ���������� ��������R ���� ���������� �� ���� ����&�� �$ � ��������� *��� ���
��� �� ��������� � �������� ��������R *����# �� ����# �� &����$ ������'�� �������
����� ������	 (�� � �������� ����������� �� ��� ��������� ��������� *� ����� ���
���������� ������ �� 1����������# 2��������# ����� [ B����%���� L��� M	
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8 889" 8 ���$
� ��� 8 [ �
0 9: 8 [ �

 %"  " 8 [ �
:%; �� 8 [ �

8�%�� " 8 [ �
�8%;9 8 8 [ �

(����� "	8;� � ��������� ����������� �� ��� ����	 ��� ���� ������� *��� 97;
���&���������	 ��� &��� ����� ��������� �� ������� ��� ��������� ���&���������
�� ��� 8� ��������� ��������� ��� &��� ��� ���� ��������� �$ ��� ������'���
���������	 ,� ��� ����� �� ��� ������� �������� ������ ��� &��� �����# �������
����� �� 0�: ���&��������� *���� ����� �� ��� ���� ��� � ����� �� 889"	 ,��
�� ���� ���# ��� *��� )��� ��� ������� ��� ������ �����# *���� ��� ������ *���
���������	 �������� ���� ��� ������ ����� ��# ���� ����� ��������� �� �������
��� ��������� ���&��������� �� ��� 8� ��������� �� ��� &��� ��� ��� �� ��� 8�
��������� �� ��� ������ ��� ���� ��������� �$ ��� ������'��� ���������	
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����� "	:� B������X��� ��*��# ��� ������X�������� �� ��� �*� ���� �� ���������
�� ��� �	���	����	� ��������	
 ����������	 �$ ��� *����� ��� �$ ��� ���������
��������� ���� *���� *�� ��������� �$ 1����������# 2��������# ����� [ B����%
����	 ��� ��������� ��������� �$ 1���������� �� �+ ������� � ������ ������ ��
89 �� ��� �� ���������# *���� ��� *����� �� ��� ����������� ������� � ������ ������
�� ��� ��������� � ���������	

����� "	: ������� ��� ������� �������� �� ��� �� ��������� �� ��� �	���	��
���	� ��������	
 ����������	 �$ ��� *������ ���������# ��������� �$ F������
L���0�#�M# ��� �$ ��� ��������� ��������� ���� ��� ��������� �$ 1����������
�� �+ L���0R ��� M	�
 ��� &����� ��)� ����� ���� ��� ��������� �� 1����������
�� �+ ����������� ��� *����� �� ��� ������������ �� 89 ��������� ��� �� ��# ���
������ ������� � ������ ������	 =�*����# ��� ��� ��)� �� ��������# ���� ��������
���� �� �� ��)�� ���� �������� (���� �� ���# �� ���� �� ��)��*������ ���� ��� ��%
������� �� 1���������� �� �+ ����� ���$ �� ���� ������ ������������� ���������	

�������# ����� ��� ����������� ���� ���������� ���� ���� ������� ������'�� ���
���� �������� ���� ������ ������� L1���������� �� �+# ��� R F������# ��� M	

���� �� ���� ����# �� �� ��� ���� �� ��� ����������� ��������� �� ������� "	�	8#
�� �� ���������� �� �������$ ��� �����$ �� ��� ������������ ����� �$ ��� ����	

�������� �� ��� ������� �����������	�� -�����������# ��� ������� ������ �$ ���
������ �������� �� ���� �������� �� ���� ��� ��������� ����������$ ������� ���
� ��C�� ������ �� ��� ������� ���� *��� ���������$ ��������	 ��� 889" ��������
���������� ��� �� *���� ��� ���� ��� �� �� ��������# ��� �$���� ��������������
�������� �����$ �$ 
���� 1����������#�� �����$ �$ F�'$�'��� �����#��# ��� �����$
�$ ,����� B����%����	�� ��� ������ �� ���� ������ ��� ���� �� ������ �� ���������
��� ���������� ��������� ��� ��� ��������� �������$	 ���������# ��� �����������
��������� �� ���� ������� ���������� ������* � ����%*���� ��������� �� *���� ���

�	�� ���	��� �������
 �" ��� ��������� �	������
 �� �� !�	����	�
��� ����	������ �
���(

	�	�
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����	
 �������� �� ���� �� ������ �� � ����� ����$	 .� � �����# ���� �����������
��� ���� � �����������$ ������������ �+�������� �� *���� 1����������# �����#
��� B����%���� ���� ���$�� ��� ���� �� � �������� ���������� ��� ������� ��
� ����	
 ��������	 (��� ���� �+�������� *� ���� �������# �� ����������# ����
� �������� ����� ��� �������$ �����# �� ����� ����� ��� ���$ ���������# � ����$
��������� ��������� ��� *����� �� D�	�� ���� �� �����	�	
+E ���� �������� ��
����� C����&��X���# ������# �� *�� ����$ C����&�� �� ��� ����������� ���������
����X������� ����� ��� �������� ��� ���� ���� ������������� �� ��� �������
�� ���� ��� �� ��� ��������������� �� ��� ���������� ����� *���� � ���������
�� �� �� ���������	 .� ���� � ����# ���A��� ������ ����� �� ���$ ������ �� ���
������ �� �������� *���� ���������� ������ �� �������� ��� *���� ���������	

�������# �� �� �������� �� ���� �����������# ��� �������� ���# �� ��� ����� ��
��� ����$��� �� ��� ������� ������� �� ��� ����# ���������� �� � ���������� ��������
�� ���������� �� �����������$ ���������	 .� ���� ����# �� ����� ������� ������
������� ���������� �� ���� �����# *���� ��� ���� �� ������$ �� ��������	

��� ����������� ��������� �� ���� ������� �� � ������ ������������ �� ��� U�+�%
�����$ �� ��� ����	
 �������� ��������� �� ��� ������ ��� �� ��� �����������$ �� �
����%*����%��� ���������	 .� ����������# �� ���*� ���� *��� ����� ����&�������#
��� *������ �������� ��� ����������'��� ��������# ��� ������ ��������� ��� ��
������� �� � ��*����� ����������� ���� ��� ��� ����������� ���������� ��� �����%
���� �� ��� ���� �� � ����� ������ �� ������������	

'�	�� ������ �� ������ ���������

��� ������ ��������� ��� ���� �������$ ������� �$ 2�������# 2�������� [ 
�$��
L��� M ��� ���)���� ��� ������� ��������� ������� �� � ���������� �������� �������	
�� �� �� ���� ����� �� 1������  # ��� ������ �� ����������� ��� ��� ����������� ��
������ ���� ���� ��� $��%���� ���� ��� ��� &��'� ���������� ���� *��� �����%
����$ �������� �$ 
���� [ 
���� L8;; M ��� 
���� [ 5�� L8;; M# �����������$#
��� ���)���� ��� ����� ��������� ������� �� ���������� ��������	 .�����# ��� &���
����������� �� &��'� ��������� �� ��� ���������� *�� ��������$ � ������� �� ���%
���� ��������� L
���� [ 5��# 8;; MX��� ������� �	�	7 ��� � ����� ����������� ��
$��%���� ���� ��� &��'�	

2����� ��� �������� �� � ����	
 ��������# ������� ������� �� ���������$ ��%
�*��� ��� *��) �� ������� ��������� ��� ��� *��) ���������$ ��������� �$ 
����
[ 5�� L8;; M# �� ���� �� ���� ����� *� ���� *��� ��� ���� ������$��� ��������
��������# ���� ��# 	��
 	������� L��)���� �� �+# 8;;7R 2�������� �� �+# 8;;;MX���
������� �	�	: ��� �� ������������ �� � ������ �� ���������� �������� �������# ��%
������� 	��
 	�������# ��� ����+ 2 ��� � ���� �������� ����������� �� ��� ��������
	��
 	������� ��������� ��������� �$ ��� ������ �� ���� ������	

.� � �����# ��� ����������� *� ������� �� ���� ������� ������ ���) ������ �� ���
������� �������� ��������$� ��� ����	
 ���� *�� �����*�� ���� ��� ����������
�������� ���������� ��� ��)�� �� ��� �������������� &��� *���� �� *�� ����&�� ���
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��������# �����$ �$ �������� ��� (������� ����R *��� ��� ����������� ���������
�� ���� �������# �� �� ������� ���) �� ��� �������� &���	

=�*����# �� �������� �� ��� �������� �� � ��3����� ����������� ���� �� �$�����%
���# ������� ���������� ������� ����������'�� ��� ������� ��������� ��������� ����
*� ������� ����� ��� �������� �� � ���������	
 ������
� LE��� [ 5�����$# 8;;:M	

.� ��� ����������� ���� �� �������� �� ���� �������# ������� ��������� �� ���������
����� � ������� ������ LF����� [ E���# 8;;7M	 ��� ��� �� ������� ���������
�� �� &�� ��� ������ �� � ����� ������ �� �������� ���� ��� ��� ������� ��������
���������� ��*��	 .� ��� *������ ��������# �� ����� �� �������� ��� ����������
��*�� �� � ����� ������# ��� ������� ��������� ��������� ���� �� ������$��� �����%
��� ������	 ��� ������ �� D�������E �� ��� ����� ���� ��� ������� ���� ��� �� ��
)��*� �$ ��� ������� ��������� ���������� .� ����� *����# ��� ������$��� �����%
��� ������ �� �����$ ���*�� �� � ����)%��+ ���� �� �������� �� ������# �� ���
����� �� � ����� ������ �� ��������# � ���������� �� ��� ������ �������� *��� ��
���������� �� ��� ������$ �� ��� ���������� ������	 �$������$# ���� �� ����������
�� �������� ������� �����%����������	��

���
 	�������# ��� ����� �������� ���������� �� �������# ��� ����� ������ �� ��
����������� *��� ������� *��� � ���� ������ �� �������� ��� *��� ����� �������	
� ������� ��������� �� ����� ����� �� *������ �������	 -����������# *��� ��'$
�������� �� ������� �� ��� �����+� �� � *������ ������# ����� ����������� ���
�� ��������	 .�����# ��� ����������$ �� 	��
 	������� �� ����# �������$ �� �����
�������� ������� �� ��� �+����� ������ ���*��)�# �� ���� ��� ������� � ����
��������� �������� �����	 ���� ����������$ �� � ����� ��������� �� ��� �����+� ��
*������%����� ������� ���������	 �� �� ���� �+������# ��� �� �������� ��� ��������
�� � ������ ���*��) �� ��� �����+� �� *������ ������� ���������	 .� ����� ��
�������� ���� ������ �������� ������ �� ��������# ��� ������$��� ������ ���*��)
����� �� �� ������� �� ����� �������� ��� ���$ ����� � �$������$ ������$ ��������#
�� ���������� �� ��� ���������� ��*�� �� ��� ������ �� �������� ����� ����$ ���
�� ���������$ ��������	 .� �� *���� �������� ��� ���� ��� ������������� ���� ��
��� �������� �� � �3�� ���� ���� �� ����������� �� ��� ������ �� ��� �����������
�� ��� ������ ���*��) *� ���� �� �������	 ,� ��� ����� ����# 	��
 	������� ����
��� ������� ��$ �������� ����� ��� ��� ���������� �� ��� ���������� ��*�� �� �
����� ������ �� �������� ��� �� ����������$ ��������� .� ����� *����# �������$
�� ������ ���*��)�# 	��
 	������� ���� ��� ������� ��$ �3�� ���� ��� ��� ��������
��� ���$ � ���
�	� ���� ��� ���� ����������	 ���������$# ���� ������ ����������
�� ��� 	��
 	������� ��������� �� ���� �+������� ���� � ������ ���������� �� �
������ ���*��)	 -�����������# ��* ����������� ��� �$������$ ������ ��� ���������
� ������ �� �������� ��� ��� ��3������ ���*��� ��� �*� ���������� ���������
��� ���������� ����� ��� �� ��������� �������� �� ��� ��3������ ��������� ���
�������� �����	

.� ��� ������� ��������� ��������� ��������� �$ 2�������# 2�������� [ 
�$��

��$�� � 
�������� �� ���� ��������� >� ����� �� ���
�� �� !������ 3535
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L��� M# ��� ��������� ��� ��� �������� �� � ���%�������� �������$ �� ��������$
������� �� ��� ���� ���� *��� 	��
 	������� �� �������# ���$ � ���
�	� ���� ���
���� ���������� �� ��������# ��� ����� �� �� �3�� ���� ��� ��������	 .� ���� � ����#
�� ��)� ����� �� ������ ��� ������ �� ����������� ���������	 ���� ���������
������$ ��������� ��� �������� �� ��� ���������� �� ��� ���������� ��*�� �� ���
��� �� �������� ����� ����$� H� ���� ��������� � �����%�3 �������$A���� �� ��
����������	 .� ��� ������� ��������� ��������� �������� �$ 2������� �� �+ L��� M
��� �����%�3 �� ������� �$ ���������� ��� ������ �� ����������� �� �� ���������
�� ���� ��� �� ��������� .� � &��� �����# *��� � ����� ������ �� ��������� ���� ��
�������� ���� �� �� ��������# ��* ����������� ��� ��������� �� ���� �� ���� ���
� ������ ��������� �� ���������R ����� ��# *��� ��*�� ��������� ���� �� ��������
��� ����# � ���� �������� ���������� �� ���� �� ���� �� ���������� �� ��� �����
�� � ������ ������ �� �����������	 1�����$# ��� ��������� ������ ��� �������� ��
���%�������� ����� � ������ ���������$ �� ��� ��� ������ ��� ����	
 ���������
.� ���� �����# �� ����������� ��������� �� ��������� �� ��� ����� �� � ���������
���� �� ������ ������ �� ��� ���������# *��� *� ���� �� ���� *��� � ����� ������
�� ����������# ��� ���� ������� &��� ��� &��� �� ��� ������ �� ����������
�� �������	 W���� ��������$# �� ��� ������0�������	��� ��������� �������� �$
2�������# 2�������� [ 
�$�� L��� M ��� �*� ����� ��� ��������	

/����� � ����$ �������� ����������� �� ��� ������0�������	��� ��������� ����
��$��� ��� ���� �� ���� �������	 H� ����� ��������� ��� ���������� ������ �� ���
�������� *��) �� 2������� �� �+ L��� M	 =���# �� *��� �� ��6����� �� �������'�
��� ���� ������ �� ��� ��������� ������� ��� ����%����� ������%���� �����������
����� �� (����� "	��	

.� ��� �����*���# *� ������� ���� �������� �� ��� �3���������� �� ��� ���������	

.� ����������# *� �������'� ��� ������� �� �*� ������������� �+���������	

$���	���� �� �������� ��������4 .� ��� &��� �+��������# � ���������� ����%
�������� f : X → Y �� ����������# *���� X ⊂ �10 ��� Y ⊂ �	 H� ��� ����� �
��� �� �+������#

Z =
{
(x1

j , . . . , x
10
j , x11

j , . . . , xm
j , yj)

}N

j=1
,

*���� yj = f(x1
j , . . . , x

10
j ) + εj # ����� εj ���� ������ ����� �+������� ���� ��

��)��*� ������������# ������������$ ��� ���� j	 ��� ��������� x11
j , . . . , xm

j ���
�����$ ������ ����� ������������ ���� yj	 ��� ���� �� �� ������# ��� �� ��� ����
��� �� ��������� x1, . . . , xm# ���$ ����� ���� ��� ������ ������ ��� ���������� y# ����
��# x1, . . . , x10	 .� ��� �����&� �+�������� ���������� ����# *� �����

y = 10 sin(πx1x2) + 20(x3 − 1/2)2 + 10x4 + 5x5+

+ 10 sin(πx6x7) + 20(x8 − 1/2)2 + 10x9 + 5x10 + ε,

.� ������ �� ����� ���� ���� ������� ��������� ������� �� � ������* ������ �������
�� ��� ������� �������� �$ (������� L8;;8M� L�M .� ��� �������� �������# ���
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���	���� racing&sub-sampling(M)

# Number of assessments performed so far

assessments soFar = 0

# Number of steps so far

k = 0

# Allocate array for storing results of assessments

A = allocate array
(
max steps, |Θ|

)
# Surviving candidate subsets of features

S = Θ

�����(assessments soFar + |S| ≤ M ��#
k + 1 ≤ max steps) #�

# Sub-sample a training set and a test set

# from the available dataset

Tr = sample training set of size(Nk
Tr)

Ts = sample test set of size(Nk
Ts)

k += 1 # Increment number of steps so far

�����	� θ �� S #�
# Assess candidate θ on Tr and Ts
A[k, θ] = assess candidate(θ,Tr ,Ts)
assessments soFar+= 1

#���
# Drop inferior candidates

S = drop candidates(S, A, friedman test)
#���
# Select best surviving configuration

θ̃ = select best survivor(S, A)

������ θ̃

(����� "	��� ������%���� �� ��� ������0�������	��� ��������� ��� ������� �����%
����	 ��� ������� ��� �� ���������� Θ �� �������� �� � ������ �� �������� �������
�� ��������	 ��� ��'� �� ��� �������� ��� ���� ����# Nk

Tr ��� Nk
Tr # �����������$# ���

�������$ ��������� �� ���� ���$ �������� �� ���� ��� ������ � ���� ��� ���� ����%
���� ���������� �� ��� ���� ��������� �� ��� ���� ��������� ������� �� ��������	
(������$� Nk+1

Tr ≥ Nk
Tr ��� Nk+1

Ts ≥ Nk
Ts 	 ��� �������� assess candidate()

�������� �� � ���� �� ��� ������$��� ������� �������� ������R �� ���� ����# ���
	��
 	������� ���������	
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MD 
�� ��� �� !	��� �������� ����
�
� ��� ���� ���

;;�D$* G�M =M 7342 ± 572 259± 31 601 ± 307
;;�D6: ==M =M 7054 ± 726 220± 21 213 ± 214
�;�D$* ==M �M 7403 ± 595 265± 52 660 ± 522
�;�D6: =�M �M 7017 ± 901 223± 37 240 ± 366

&�' �������	���	������� &���' ��5 ������� 	�������� &��'5 �� �� ����
���	��� M �� �� ����� �	���� �� ���������� >��� !��	 �� �� �������=
�:����� �����
	��? *! �� ��� 1���(2�����	 ��
 �% ��� ����
�5

������� ���� �����	��
 	�������
 ��
��
�� ��
�


������ G�@�−05 ?�;�+00 ;�A�−03 ��;�−01 ��@�+01 ;�@�−01

������ G���−05 ?�;�+00 ;�>�−03 ;���−01 ��@�+01 ;�A�−01

��� ;�?�−04 ��A�+01 ;�G�−03 ;�;�−01 ��G�+01 ��;�−01

����� ;�=�−04 =�=�+00 ?�;�−03 ;�;�−01 ?�?�+01 ;�@�−01

&�' ���� �����	�� ����� �� �� ���� ��� ��� 2 �������;�5

����� "	7� ������$ �� ��� ������� �� ��� �*� �+��������� *��� ��� ������0����
���	��� ���������	

������ �� �������� ��������� *�� "# *���� �� ��� ������� ��������� ���� �� �� 8�R
L��M �� ��� �������� �������# ��� ������ �� ���������� ��������� *�� "# *���� �� ���
������� ��������� ���� �� �� 8�� �� ��� �� ��� �������� ��� ��� �� ��� �����	

��� ������0�������	��� ��������� �� �������� *��� ��� �� ��� �������� ��%
�������� �� ������� ���������# �����$ ������� ��	������# *���� �������� �� �����%
�����$ ��������� ��������� �������� ���� ��� ���� ���������� ���# ������ ���� ���
��� ����# ���������� �������� *��� ��� ������$ �������� ���# $����� ��� ���� ���%
������� ����# ��� �� ��R ��� ������� �� �������� ���� *���# �$ ������ � �������
��������# ��� ������$ �� ��� ���������� ���� ��� ������� ��$����	 .� ��� �+%
�������� �������� ����# ���� ������0�������	��� ��� ������� ��	������ ��� 	��

	������� �� ��� ������$��� ������� �������� ���������	

H� �������� �*� ��3����� ��������	 .� ���� �� ����# ���$ 8� ��������� ��� ����%
���� ���# �� ��� &���# ��� ����� ������ �� ����� ��������� �� 88� ��� �� ��� ������
�� �� �8�	 
�������# �� ���� �� ��� �������� *� �������� �*� *�$� �� ��������'��� ���
��� �� ���������� Θ	 ��� &��� �� ����� �� ��� /���%������� �����������'�����
����������� *���� ��� ������ ������ �� � ������ ������ ���������	

����� "	7L�M �������'�� ��� ������� �� ���� &��� �+��������	 .� ��� �� ��������
���� ������0�������	��� �� ���� �� ��������$ ������ ��� ����� ��� �� �������� ����
9 b �� ;�b �� ��� �����	 ,� ��� ����� ����# ������� ��	������ ������� � ����

��$�� ���� 
������� ��� �������� �	 ��� &344/'5



"	�	 ���� ������������ �� ��� ����	
 �������� 8:"

*���� ������� ���$ � ���� ��  b �� 9b �� ������� ����������	 2����� ��� ���� ��
������� �� ��� �*� ����������# ��� �����*��� ����������� �� ����� �� ����� "	7L�M�
L�M ������� ��� �������� ��������� �� ��� ������ �� ��������� ������� �� �������
���� ���� ���� �������� �$ ������0�������	��� ������ ���������� ��� �������� ���R
L��M ������� ��� �������� ��������� �� ��� ������ �� �������� �+������ ������ �$
������0�������	��� ��� ��� ����������R L���M ������� ��� �������� ��������� ��
��� ������ �� ���� �+������ ������ �$ ������0�������	��� ��� ��� ����������	

��� �+���������� ������� ���* ���� ��� ������0�������	��� ��������� �� ���%
������$ ������ �� ��� ��������'����� ��������� ������� ��� �� ��� ������ ��
���������� ���������	

2��#�	���� �		���	�4 ���� ������ �+�������� �������� � ���������� ���*���
��� ���� 	��
 	�������A������0�������	��� ��� �*� �����%��%���%��� �������� ����%
������ ���� ������� �� �������� ��� �������� ������� ���������� ������� ������
������� ��� ���������� �����	��

��� ���������� �� ��������� ������� � &��%���� �����%���������� �� ��+ ����%*����
�������� �� ���������$ ���� �������������$ ���� *��� �������� ���� ������� �������
��� ���� ��������� ��� ���� ��*����� �$ 5�K� ��������

��������� ���� ������� ��������� � ������� �������# �����$ U$��� �� ��������	
��� ����� ��������� �������� ��� ������ �� ��� ��������# *���� ��� ������ ��
��� ������� ������ �� ��� �������� �� ��� ��������	 ��� ������� �������� ��
N = 14308 �+������ ��� ��� ������ �� ����� ��������� �� m = 40	

����� ���� �� � ���������� ����������� ��������� �� H���� [ .����)�$� L8;;"M	
��� ���� �������� � ����������������� �������	 ��� ������� �������� ��
N = 1500 �+������ ��� ��� ������ �� ����� ��������� �� m = 48	

���������� ���� ������� �� �������� ���� ��� ���� ������� ������� ���� *����
������� �� ��������# ��� � ��3����� ������ �������� ��� � ��3����� ��� ��
����� ��������� ��� ����������	 .� ���� ����# ��� ������ �������� �� �������
�� �� ������ ��)�� �� ��� ��������� �� ��� ��������	 ��� ������� �������� ��
N = 16599 �+������ ��� ��� ������ �� ����� ��������� �� m = 18	

���� ����� ���� ������� ��������� �� � ���������� ������������ ��� ����$ �� ���
���������� �� ���$��������� ��������� �$ ����'����	 ��� ������� �������� ��
N = 186 �+������ ��� ��� ������ �� ����� ��������� �� m = 60	

���������� ���� �� � ������� ����������� ���������� �����*%�� ���� ��� ������
������ �����	 ��� ������� �������� �� N = 194 �+������ ��� ��� ������ ��
����� ��������� �� m = 32	

������� 1�������� �� ���� �� ��� 8;;� 4� ������	 ��� ������� �������� ��
N = 22784 �+������ ��� ��� ������ �� ����� ��������� �� m = 137	

���� � ���������� ���	��� �������
 ��� ��� �������
 	���� �� ��������������� �� ���
��������� �����
�
 �" �� � ���;���� ����� ��
 ����� �����������"5

�������������������	��������
��
�#�������
������$��������
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�*� ������� �� ��� ������0�������	��� ��������� ��� ������	 .� ��� &��� ���# ��%
����� �� ����� "	7L�M �$ �����+# ��� ���������� �������� �$ ��� ��������� �� ���
��� �������� �$ ����� ��� ��� �� �������� �������� �$ ��� ������0�������	��� ����%
�����	 .� ��� ������ �������# ������� �� ����� "	7L�M �$ �����)# ��� ������0����
���	��� ��������� ���� ��� ������ ���$ ��� ���$ ���� ������ �� �������� ���
������ ��� " ���� ����	 ��� ���������� �������� �$ ��� ��������� �� �������� �$
��������� ��� ����������� �������� �$ ����� ��� " ������� �� �������� �������� �$
������0�������	���	

����� "	7L�M �������'�� ��� �������	 ,� ��� ����� �� �� ����������� �����������
����X��� 2������� �� �+ L��� M ��� ��� �������X�� ��� �� ������ ���� �����)
�������� �����&�����$ ������ ���� �����+ �� 0 �������� ��� �� :# ��� �� �� �����
�����&�����$ *����	 ���������# ��� ���� �� ��������� ���������� $����� � �����&����
�����������	 �� ��� �� ��� ���������� *��� ��� �����%��%���%��� ���������� ��
���������# �����) �� �����&�����$ ������ ���� ��� ������� ������ ������ �� "
�������� ��� �� : ��� �� �� ����� �����&�����$ *����R &����$# �����) �� �����&�����$
������ ���� ��� ���������� ���� �� ��� : ��������	

H��� ��� ����������� �������� �� ���� �������# *� ���� ������� ������ ���) ��
��� �������� ������ �� ����������� �� ��� ����	
 ��������# ���� ��# ����� �����%
����# ��� ���� �����&����$ ������� ���������	 ���� ���� ����������� ���������� ���
U�+������$ �� ��� ������ ��������� ��� ��� ����������$ �� ��������� �� *��� �����
���������� ��# �� ���� �����&� ����# � ���%�������� �������$ ��� ��� ����������� ��
��� ����������	 ����������$ �+���������� ������� *��� ��� ������0�������	���
��������� ��� �����������$ �����������	

'�	�# 1������ ������������

2����� ��� ������������ ��������� �� ��� �������� ��������# *���� ���� ��������
��� ������ �� ���� ������# ��� ������ ��������� ��� ���� ������� �$ ����� ��%
��������� �� � ������ �� �������	

!	�#���	 ���#���

��� ������ ��������� *�� ������� ��� ������ ��� ���������� �� ��� ����������%
���� �� ���	���� �����	��� ��� ��� ����������������� ������	���� �������
���� �� ����$'�� �� 1���������� [ ��I�'�� L����M	

�� ������$ ��������� �� ������� "	�	8# 
������ L���0M ��� ������� ��� ������
��������� ��� ������ ��� ���������� �� ��� �������������� �� ��� ��	��
 ��������
���� ��� ��� ����������������� ������	���� �������	

��� ������ ��������� *�� ������� �$ ������������ [ ��I�'�� ��� ������ �� �����
���� 	���	 ������ ��������� ��� �� ���	�������
 ���������� ���������# ���� ���%
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�����$ � ����� ���������#�	 ��� ��� ������ ��
����� ������� L������������
[ ��I�'��# ��� M	

��� ������ ��������� *�� ������� �$ ��� 2����� ��� ������ �� �������� 	��

��	 ������ ��������� ��� ������������� ���������� �������� *��� ��������� �����%
���� L��� 2�����# ��� M	

��� ������ ��������� �� ��������$ ����� ������� �$ 1���������� ��� ������ ��� ��%
�������� �� ��� ���������� ��� ����%����������� ������������� ������'����� ����%
���� ���� *��� �� ��������� �� ��� ��		 ������ L1����������# ���"M	

S��� [ /�������� L��� M ������� ��� ��� �� ������ ��� ��� ��������� ���������� ��
���	�������
 �	�������	 (������# ���$ ��������� ������# � ���������� �������� ��
� ����	
 �������� ����� �� ��� �	����� �� �����	�� ������	 .� ��� �+���������
���$ �������# ���� ����	
 ��������� ������� �����������$ *���# ���� �� �� ��� ��
��� �����&� �������� ���$ �������� ������ ������� ������ ������� ���� ������	�


������ ��I�'��# ������� ������������# ��� 
���� 1���������� L��� M �� .-%
�>55>F�.F# ��������# /�����$# ���� ���� ������ ��� &��%������ ��� ����%
����� ���$ ��������� �� ��� B,�>(����" ���������	��

(�����$# �� ������������� *��� .B..�# 4��������� 5���� �� 2��+�����# 2�������#
2������# ����� ������������� �������� ��� ��������$ *��)��� �� ��� ������� ��
������ ��������������	 ����� �������� �������� ��� ��� �� ��� ������ ���������
��� ��� ����������� �� �������� �+�������� L5�����# ��� R 2�������# ���"R ����#
���"M	

!� ��#������� �����	�����

������ ��� ���� ���������� �� � ����������$ ����$ ���� ����� �� ������'��� ��
���������� �������� ������� ��� ������� ������� ��� ���������� ��������# �����%
���� �$ ��� /�����%����� ����*��� ������$ ���	 ��� ����$ *�� ��������� �$
���� 2��)�� L��� M ����� ��� �������� �� ������ ��I�'�� ��� E��� /�������	

��+ ��3����� �+���������� ������� *��� ����������	 ����� �� ���� ������� ���
������'����� �� � �����&� ��������� �� ��� ������� ����� ����$# *���� �����%
����� ��� ��������$ �� ����������� �� � �������� ��������	 ��� ����� ����� �������
��� ��������� ��� &��%������ �� ��� ������������� �� *���� ��� ������� �����
����$ ������ ���$	 .� ��� �+���������# ������ *�� �������� �� � �������������
�������$# *���� �������� � &+�� ���������� �� ��� *���� ��������� ���&���������
����� ���� ���������	

��!�� !������ 35-59 ��
 ���� ����������" ���� B-� ��� � ����� �����
	����� �� �����������
����������� ��
 ������� ���������� ��
 ��� �	���� ����������5

�	������	�����"� O	�� 6 *������� &344/' ���� �� 	�
������
 �� ������ >" >� �����
��
���" ��� ������ �	� �� ��� ���
�
��� �� ��� ��������N��� !������ /5- ��� � ������ ����"��� ��
�� ���	�5

��!�� ������������
�����
��5 �� ������� �� �� �L��+$F344. �������� �� � 
�������
������� ��� 	��������� ������� �������
 �" �� $���� ��� ���	����	��� ����	��5
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���� ����$ ��� �*� �������������� ��� &��� �� ����# �� ���� ���� �� ��� �����#
��� ��������� ��������� �������� ��� ������ ���� �� ��� ��������� ��������� �� ���
�������	 ��� ������ ��� ���� �� ���� ���$ � ������� ������ �� ��������� ���
��������� ��� ���$ ��� ����� ��3����� ��� ���� ��� �����	 ��� ������ �� ���� ���
��������� ���������� ��� �$������$ ������ ������+ ��� ��������� � ��� ���� �� 8�
������� �� �������� ��� � ������ ��� �� ���� ��������� ������� �� ���� ��������	 ��
� �����������# ��� ������� ���� ������ ��� ���������� � ���� �� ����� ����	

��� ������� �� ��� �+��������� ��� ��+��# �����$ ��������� �� ��� ��U�����
���� ��� ��������� �� �� ������'�� ��� �� ��� ������� ����������� �� ��� �������
����� ����$���	 �� �� ����� �� �+������# �� ��� ��������� ��� ��* ��U�����#
������ ��)�� � ������ ���� ����# ��� � ������ ����� ��� �� ���������� ������� ��
��� ��� �� ��� ����	 ,� ��� ����� ����# �� ��� ��������� ��� ���� ��U����� �� ���
�����������# �������� ���������� ��� ��������� ���$ ����)�$ ��� ������ ���������
���� ������ ��� ���� �������$ ���� ��� ������������� �������$ ���������� �� ����
����$	

,� ������� �� ����� �������# ��� �������� ����� �� ��� ���� �����*�� ���� ����$
��������$ ��������� ������ �� � ��������� ���� ��� ������'��� ��� ���������� ��
������ �������� �� ����� ���������� ������� ��� ������� ������� ��� ����������	

$�� �
�����
��

���� ������� ��� �������� � ������ �� ���������� �������� �� ������� ��� ���%
��� ���� ������# ��� ���� �� ������� ��� ����	
 ��������# ��� �� �3������ ���
���������� *�$ ��� ���)���� ��� ������� �� ������ ��������������	

��� ������ ��������� ����$��� �������� �� ������� "	8 ��������# ����� ���%
������� �+���������� ����������# ��� ����������� �� ������� ����	
 ����������	
���� ������� ��� ��� ���� ����� �� ������* ��������� � ������� �� ��� ������%
����� �� � ������ ���������	 ���� �� ���� �$ �������� �� � ���� �� �����������
��� ����������� �� ��� ���� �������# ������ ��������$ ���������� ��� �������# �� ���
��������� ������# �����$# ��� ����������� ��������	 ��� ������� �������� �*�
�+���������	 .� ��� &��� ���# �� *���� �������� 	���	 ������ ��� ���� ����� ���
���
����� ����������# ��� ����������� �� ������ �� ��������$ ���������� ��
��� ��� �� '����+,# ��� �� �� �����&�����$ ������ ���� ��� ��� �� '����*	 =���#
'����+, ��� '����* ��� �������� �� ��� ����������� �������� ���� ��� ����*��
� ����� ������ �� ����������� ����� 8� ��� " ����� ���� ���� ������# ��%
���������$	 ���������# ��� ������� ���* ���� �� ���� �+�������� ��� �����������
�������� ����� 8� ����� ���� ���� ���� ������X���� ��# 8� ����� ��� ������
�� ���� �� ��� ������������� �� �� ����� ���� ��� ������ �$ ������X��� ������%
��� ��� ���� ������� �� �������� �$ ������	 .� ��� ������ �+��������# �� *����
��� ��	��
 ����������� ��� ���� ����� ��� ��������� ��������# ��� ��������
����������� �� ������ *��� ������� �� ��� ����������� �������� �� ���� �������
����# ������ �� ���� �����&�����$ ������ ���� '����+,	 (��� ��� ������� �� �����



"	0	 ��������� 8:;

�*� �+���������# *� ��� �������� ���� ������ �� �� ���� ��� ����� �� ���������
���� �6����� ���� ��� ����������� �������� �� ����� �� ��� �������� ������ ��
���� �� ��� ������������� �� �� �����	

1��������� ��� ����������� *����� ��� ����	
 �����$# ��� ������� ������$ ���*
���� ������ �� ��*�$� �����&�����$ ������ ���� �&������ ��� �$������# *����
��� ������ �*� ���������� ����� � ���������� �� ����*��� �%����� *��� 2�����������
��� =����� ���������� ��� �����������$# �����������$	 ���� ���&��� ��� ���������
��� ����������� ��� ������ ��������� ������� .� ��� �����+� �� ����	
 ����������#
��� 0������	 ������� �	����� �� �����	�� �� ��	�� �� � ���� ���� �����������
��� ��*����� ���� �� �$�������� ���� � ���������� �� �������� �������	 ,� ���
����� ����# � ���� �� ������� �� ������ �� ������ �� ��� ���������� ���*���
������ ��� �-������# *���� ��� ������ ������ � ���������� �� ����*��� �%�����
������� ��$ ���������� ��� �����������$	 ��������� �� ��� �������# ��� ��3������
���*��� ��� �*� �� ������� ��� ���$ �� ��� �� ��� �*� �+��������� �� �� �����&����	
-�����������# *� ��&�����$ ����� ������ ���� �-������ �������# ��������� �� ���
�+�������� �� ��� ����������� �� ����	
 ����������# ������ ������� ���� ����
�������� ��� ����������� �� ��� ��������	 .� ����������# *� ���� �������� ����
������ ������ ���� �������$ *��� ��� ������ �� ������� ���������� �� ��� ����	
H� ���C������ ���� ��� ������ �� ��� �������� ������� �� �-������ �� ��� ��
� ���� �� �	����� �$��������� .�����# ��� ���) �� � ���������� ��� �����������$
��)�� ��� ��������� ���� ��� �	� �

������� �� ���������� ����������	 ����#
������� �� ���� ���)$ �������������# ������* ����������� ��� ��� ���) �� ��*��
�� ��� ����	 .� ����� *����# *� ������� ���� ��� �-������ ��������� ��� ��
�������������$ ��� ���������� �� ��� ������������ �� ���������� ����������# ���
���� ��� ��������� �� *���� ��� ������ ����������� �� ��� ��������� ������� ��
��� ������ �� ���������� �� ��� ����� (�� � �������� ����� ������ �� ����������#
��� ��������� �� ��� ������������# *���� ��� � �������� ����� ������ �� ����������
�� ������� ��� ����������	 ,� ��� ����� �� ��� �������� *� ���� �������� �� ���#
*� ���� ��� ������� ���� � ���) �� ��� ����������� �� �-������ �� �������� *���
������� *��� ����� � �������� ���������� ��� ����# �� ��� ���) �����������#
�-������ �� ������$ ���������� �� ������	 (�� ��� ������# ����� ��������������
��� ����� ���$ �� ������ ������������� �� �+���������� �������� �� ��������$
����� ��������# *���� *��� ������ ���� ����� �� � �$�������� *�$	

2����� ���������� ��� �����)� ���������� ��� �+��������� �������� �� ���%
���� "	8# *� *��� �� ����� ��� ���� ���� ��� ���� ���$�� �$ ��� ��%��������
�������$ �������	 H������ ��� �������# �� *���� ���� ���� �����$ ���������� ��
������ ��� ������� ��������	 ��� �������� �� � ��%�������� ������ �� �������%
����$ ���������� �� ��� �������������� ��������$� �� ��� ���� �� ��� )��*�����#
2�������� �� �+ L����M �� ��� &��� *��) �� *���� �� ��� ���� �������	

��� ������ ���� �� ��� �������# ���� ��# ������� "	�# ��� ��������� � ������ ��
������������ �� ������ ��� �� ������� ����������	 ���� ������ ���� �� ���� ������
��� ���� ������ �� ���*��� *��� ���� �+����� ���� ��� ����	
 �������� �� ���%



87� 1������ "	 >+��������� ��� ������������

��������$ ���������� �� �� ���� �� ��������� ������������ ��� ���� �� �� ��6������$
U�+���� ��� ����� ����&�� ��� ������� �� ��3����� ��������	 .� ����������# *�
���� ���*� �� ������� "	�	� ���� ������ ��� �� ������ ���� � ��*����� ����%
��������� ���� ��� ��������� �$���� ��������������	 ���� ���� ��� ���� �������
�$ 1����������# 2��������# ����� [ B����%���� L��� M ��� ��������� ��� &��%
������ �� ��������� ���� *�� ��������� �� ��� �	���	����	� ��������	
 ����
�������	 ��� ���� �������� �����������$ ��������� �������	 
�������# ������� "	�	0
��� ��������� ��� ������0�������	��� ��������� ��� ������� ��������� ���� �� ��%
�����$ ������� ���� ������	 (�����$# ��� �������� ���*� �$ ��� ��� ��� ������
��������� �� �$ ������ �� ����������� ��� ����� ������������� ���������� �� ���
���������	
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���������� ��� ������# � ������ �� ������ ��� ������ ���� ���� ���� �����* ��
��� �+���������� ����������$ ���� �� ��������$ ������� �� ��� ���� ��C����$ ��
��� *��)� ��������� �� ��������� ���������� �� ��������������	 .�����# �� ���
������������� ������'����� &��� �� �� ������ �� ��������� *��)� �� *���� ����
������� ��������� �� ������� ��� ��������� ��� ���������� ����� ����$��� ��� ��
*���� �� ����� ��������� �� ���� �� ��* ��� ������ �� ��� ���������� ��� ��%
������	 ���������$# ��� ���� ��� � �������� �������� �� ��� �������� ����������$
�� ��� ������'����� &��� �� ������ �$ ���$ ������� �� ��� �������� �����%
���$ �� �� �� �����&�� �$ ��� �������� ������ ������ ��� ���� $���� �$ � ������
�� �������������� �������� �������� �� ��� ���� C������� �� ��� ��������$X���
*��)� �$ 2��� �� �+ L8;;"M# =��)�� L8;;"M# ��� B����� [ 4'��$ L���8M ���������
�� ��� H���	� �� @��������� ��� C��� � �������������� ������	 .� ���� �������# *�
������ �� ���������� ��� �+������ ���������� *��� ��� ����$��� �� ���� �����%
������ ������ ���� �������� �� ��� �����%�+������	 .� ����������# *� ����� ��
��� �������� ��������� *��� ��� ������ �� ��������������	 .�����# ������ �� �
�����������$ �������� ������� *��� �������������� ��� �������� ��� ��������# ��%
��� ������� *��� ���$ ��3����� ������� ���� ����� ���������� ��� �������	 �����
����# *� ����$ ��� ���)� �������� ���� �������� ��� ���� ��� �� ��������� ���
������ � ������������� ��� ��� ���� ��������� ��� �����������	 .� ��� �����+� ��
���� ����$# *� ��������� ��� ������� �� �������	�	
 *���� �� �)�� �� ���������	

�� ���������� ��������	


��� ��������$# ��� �����������$ *��� ��� ������� �����*��) �� ��� ������#
��� *���� ����$��� *� ������� �� ���� ������� �� ��� �+���������� ����������$
�� ������������� ������'����� �� �������� �$ ��� ������� �������� &���	 ���
������� �� ���������� �� �����*�� ������� :	8 ��������� ���� ������ ���������� ���
��&������ �� �� �+���������� ����������$	 ������� :	� �������� � ��* ��������
�� ��� ��������� ����$��� �� ��������������	 (�����$# ������� :	0 ��������� ���
������� *��� � ������$ �� ��� ������ ��������� ��� *��� ���� &��� �����)�	

878



87� 1������ :	 ���� �������������� �� ��� �+���������� ����������$

'�� &��� ���������� ����������
��� 
�����

.� ���� �������# � ������ �� ������ ���������� ��� ��&������ �� � ������ �+����%
������ ����������$ ��� ����$'��	 .� ����������# *� ��������� ���� �������� ��
��� ������� �������� ���� ������� ����� �������	

��� ��������� �� ���� ������� �� ��� �����*���� ������� :	8	8 ������� �� ���
��&������ �� � ������� �� �����������	 ������� :	8	� ���������� �� ��� �������
�� ���� �� �	���	���	 ������� :	8	0 ��������� ��� ��������� ����������� �� �� �+���%
������� ����$��� ��� ��)�� ����� *��� )��� �� ����������� ��� ������ ��� �����	
(�����$# ������� :	8	 ���������� ��� ������� �� �������	�	
 ��� ����������� �� *���
�� ��������� ����$���	

����� $� ���� �������� � ����������

.� ��� �����*���# *� �������� ��� ��������� �� ��� �����*��) ��&��� �� ������� 0	�
��� ������� �� ��� ���� �� ��� ������	 H� �������� �� � ������� �� ����������� ��
� ������������� ��� �+������ ����� �� ��� ���� �� ��� ���� �������� ����� *����� �
����� ������ �� ����	 �� ������$ �������� �� �������� 0	0	 # ���������� ��� �����%
���# *���� �������� ����� ���������� ���� ��# ��� �+�����# ��� ������ �� ��� �����
�������������	 ���������� ��� ������������� ��� ���������� *��� ����� �����������
��������� ,� ��� ��� ����# ���$ ��� ���� ������ �� ��������R �� ��� ����� ����#
���$ ������� ���� ������������ ����� ����� ���������� ��� ���� ����%�6�����	

H���� ��������� �� ��� �����+� �� ��� ����$��� �� ��� �+���������# ���� �����%
������� �+���� �� ����������� ��� ���� �+������ ����	� .� ����������# ���� �����
��������� ��� �� ����������	 .� ��� ����������# ��� ������� ����� �� ����� ��������

ć(c, i) = c− c̄i,

*���� c̄i �� ��� ���� �� � L�������$M ������� �������� ��� �������� i	� ��� �������
����� ��� ���$ ������� ������������X��� �+�����# �� �� ��� ��������� �����
������ ������� �� ��� ���� ��������	 ��������$# �� ����� �� ��� ������� ����� �$
<���� L8;98M# ���� ��� ���� �������$ ���� ������� �����3������	 �����#

ć(c, i) =
c− c̄i

c̄i
,

�� ��� ��������� *��� ������� �� ���� ������� �������������� �� ��� �������� (��
�+�����# �� ��� ��������� �������� �������# �� �6�� �������������� �� ���
�������� ���*��� ���� ���� �� ������# *���� ������� ��� ������� ����������$ ���

�!������ �����
�������� ��� �� ��
� �� ���� ���������� ��� �
����
5
��� ��
�� �� �������" �� ������������� �� �� �����>��� >� ���	�� ��� �� ������� ���	� c̄i

��� ��� �������� i �� ;��>�N��� ���
�� 6 �:��" &344-' ��� �� � ������� �������> �� 
�H�����
��������� ��� 
������ >�� �� ���	������ >��� ��� 
��� ��� ��
5
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����# ������� ��� ������� �����3������	 ����� �� ���������	 �� �� ����������� ��
��� ������� �����3������	 �����# <���� L8;98M �������� ��� �������� ��

ć(c, i) =
c− c̄i

či − c̄i

, L:	8M

*���� či �� ��� ���� �� � L�������$M *���� �������� �� �������� i	 ��� �����
����� �� >������� :	8 �� ��������� ����� ������� ������� ��������������� �� ���
�������	 =�*����# ��� ������� *��� ���� ����� ��������# �������� �� �� ���
���������� �� ��5���	��� �����3������	 ������� L������� �� �+# 8;;9M �� ��
�����3������	 L=����� [ F������# ���8M# �� ���� �� �������� &����� ��� *����
�������� ���� či# *���� �� ����� �� ��6���� �� &����� c̄i	 �� �������� ���� ����%
���# �� ����������� ����� ������� *�� ������� �� <������ [ ����� L����M ���
�� <������# 2�������� [ ����� L��� M�

ć(c, i) =
c− c̄i

crnd
i − c̄i

, L:	�M

*���� crnd
i �� ��� �+������ ���� �� � ��	��� �������� ��� �������� i# ��������

��������� �� ��� ������� ������������ ��&��� �� ��� ����� S �� ��� ���������
�� i	 H���� ��������� ��������� ����� ������� ������� ���������������# ��� �����
�������� ����� �� >������� :	� ��� �*� ��������� ���������� ���� ��� ��� �����
�� :	8	 (����# crnd

i ��� �� �������� �6������$ ��� ���$ ��������	 ������# �����
��� ����� �������� ����� �� :	�# ��� �+������ ����� �� � ������ �������� �� �����
�� 8# ����� ��� �������� ������� ��������� ��* *��� ��� ���������� ���������
�������� ���������$ �� ��� ���� ������� ���# ���� ��# � ������ ��������� �� ����%
����	 �� ���������� ������ �����������X������� ���� ��� ��� ����� �������� �����
�� >������� :	8X�� ���� ��� ����� �� ������������$ �������'�� ������ ��3�����
��������	

�� �������'�# �� � ������� ����� �������� ć �� ������� ��� �� ��� �+������
����� �� ��� ���� �� ��� ���� �������� ����� *����� � ����� ������ �� ���� ��
��� �������� ������� �� �����������# ��� ������ ��������� �� �� ���������� *���
��������� �*� �� ���� �������������� ���

C(M) =

∫
ć(c, i) dPC(c|M, i) dPI(i), L:	0M

*���� M ��# �� ����# ���� �� ��� �������������� ����� ����$���# ��� ��� �����������
�� ��)�� �� ��� 5������� �����	�

2����� ���������� ���� ����� ���������� �� �������� ����� ���������# �� �� *����
�������� ��� ���� �� ��� ��������� ����$��� �������� �� 1������ "# ��� ����%����
���� �� ���������� ������ ���� ��� �� ��� ���� ������������� ����� ��������� ���%
������ �����	 ��� ������ �� ���� ������ �� ���� ��� ����������� *� ���* ��� �����$

�C� ����� �� ���
�� �� !������ B53 ��� � 
�������� �� �� ����� �������
 �� �� �����������5
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����� �� ��� ��� �� � 1���3�	 ������������� ��
	�����	�� ���� *����# �$ ������
�� ��� ���%���������� ������ ��� �� ��� �������� ��� �� � �����	
 ������# ��������
������� ���� ��� ��������� *��� ������� �� �������� �� ��� ����� ��������� ������	
��� ��� �� � ����� �������� *���� ���� ���� C��� � ������� ������������	 -����%
�������# ��� *��� �������� (������ "	0L������M ��� "	88L������M# � ���%��������
�������'����� �� ����������� *����# *���� ��C�$��� ���� �� ��� ���������� �� ��%
�������� �� ������ ��������������� �� ��� ����� ��������� ����� �� >������� :	8
��� :	�# �� ���� ������ �� �������	 � &��� �����) �������� ��� �������� ����%
���� �� � ����� �������� *����� � ������ ���������# ���� ��# ��� ��� �� � �����
�������� ������ ���� �������$ ��� ���� ��� ��������� ��� ���� ��������� ���&��%
������ �� � �������������	 ��������$ �� ��� 1���3�	 ����# ��� 0������	 �������
�	����� �� �����	�� �� ��	�� �� ��������� �� ��� �������� �� ��� ��������������
����� ���������� ������ ��������� *���� ��� �� �3�����	 ,� ��� ����� ����#
�-������# �$������# ��� �-������# *���� ��� ����� �� ��� �%����# ����� �������$
$���� ������������$ ��3����� �������	 ��� ����������# �� ���� ������� �����# ��
������ ����� �� ���������� �� � ������� ������ ��� ���������� �� �� ��� ����������
������������	

����	 $� ��� ������� � ����� � ���������

��� ��&������ �� � ���� �� �	���	��� ������� � ����������$ ������� �� ��� �����
�� ��� ��������� �� ��� ������ ���� �������� ������������ �� ��� ������	 (���
��# ���� ��� ������ ��&������ �� ��� ������ ������� ��� ��� �������� ������
���������� �������	 .� � ������ ��3����� �����+� ��� *��� ��3����� ����# �
������������� ����������� �� ��� ����� �� ��������� ��� ���� ������� ���������$ �$
H������ [ 
������$ �� ����� ������� *��)� �� ��� 	� ���� �	�� ������� L8;;:R
8;;7M ���# ���������$# �� *��� ��������� *����� ��� ������������� ������'�����
��������$ ����� ���� ������ �� ��� ���� ��������� �� ��� �����*��� *��)� �� ���
���C���X��� ��� �+����� B�����3� [ ����$ L8;;"M# ���������� �� �+ L���8M# .���
[ ��������� L���0M# ��� 1���� [ F��*��� L���0M	

��� ������������ �� ��� �������� �� � ������������� ����� ��� ��&���� � �����
�� ��������� ���� ���� ���������$ ����$'�� �� 1������ 0 ���# ���� �� ����������#
�� ������� 0	 	 .� ������ �� ��6����� �� ������ ���� ���� ��� ����������$ �������
��&��� �� ��� ����� �� ��� ��������� ��� � ����������� ���� �� ��� ����������
�� ��� ����������� �� � ������������� ��� �� �� ��� ���$ ������� �� *���� ���
��&������ �� �3��������	 ������ H������ ��# ��� ������ �� �3������ ����������� ��
��� ��������������# �� ���� ������$ �����
� �� ���	 �����������# ����� ��� ��
�������$ ��&���	

������� ����� *���� �� *���� ���������� ���� �� ������� �� ��� ��������� �����������
�� ��� ������� �� ����� �� ��������� �� ��&��� �� ��� ������	 .� ��������� �����%
�������# ��� ����� �� ��������� ��� ��� ���������� ������$��� ����������$ �������

�!�� ���� ���� 3 �� �� ��� !���� ������� �� ���� -3-5
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��� ����� �$ ��� ������� ������� 1�������# �� �� �+�����# ������� ������� ��
���������� �� ������� 0	8	 .� ���� �����# ��� ��� �������$ ����� ��� ����� ��
��� ��������� �$ �����$ ���������� ��� ��������� �� ���$ ������	 ���� ���������
��� �� �����������$ ���� ��� ��������� ��� ����������� �� ����������	 ,� ���
����� ����# �� �������� ������� ���������� ��� ������ �� ���� ��	������ ����%
����	 �*� ��� ��� ���� ���������� �� ��&���� � ��������) ��� ������� ���
��������� ����������	 ��� &���# �$ ��� ��� ���� ������ *����� ��� ����������
�������� ��������$# �������� �� ��������� � L�$������$ �����M ������ �� ���������	
��� ������# �������� �� ������������ �� �	���	�� 
�	������# ���� ��# � ��������
������� ���� ��� ������� ��������� ��������� �� ���� ������$��� ����������$
�������	 2��� )��� �� ��������)� ��� �� ���� �� ��� �����*��) �� ��� ��&��%
���� �� ����� �� ���������	 ���� �� ����� ��� *��� �������� ��� ������ ���������
�� �������� ��������� ��������$ �����'�� ��� ������� �� ����������$ ������� ��
��� ����� �� ��� ���������	 �� ��� �� ��� &��� �������� �� ���������# �� ������ ��
�������� ���� ��$ ����� ��� �� ��������� ��� �� ���������� �� � ����� ��)�� ����
���� ��)��*� ��� �������$ �+��������� ������������	 -�����������# ��� &��� ��%
������# ��� �� ��� ������$ �� ��� ��������� ���� �$������$ ������� � ��������)#
���������� ���� ��������� �������� ���������� �� D����	
 �	� ����	
E *��� ���
���� ��* ��������� ����� ���� ���� ������� ��� ���������$ ��������� 4������%
�����$# ���� �������� �������� ���������� ���� ���) ����� ����%��������'�� �� ���
����� ��������� ��� *���� ����������� �� �������$ ���� ��*�� �� ����� L��������
���$ �������$ ��3�����M ���������	 � �������� ����$��� �� ���� ������� �� ����� ��
������� :	8	 	 (�� ���� ������# *� ��&�����$ ����� ��� ��� �� �� �	���	�� 
�	������
*������� � ������ �� ����%*���� ��������� �� ��� ���������	

����� $� ��� ��������� ���������� � ��&�������

�� �� ��� ���� ������$ ���� ����� �$ =��)�� L8;;"M# �� ��������� ����$��� ������
��� �� ������� �� � ������� ���������� ���*��� ���������� ��� ������ ��� ��
������������ ��� ��������������� �� ��� ���������� �� ����# �3���	�	
 ��� ������
�� ����� ������� �� �������# ��� ����������� *���� ������� ���� �� ������ �� �����
�����������	 -�����������# ��� ������$ �� �������$ ��� �����������$ ���������
�*� ���������� ������� ������� �� ��$ ��������� ����$���	 ���� ����� ���� ����
*��� ��� �����)� �+������� �$ =��)�� L8;;"M ��� ��)�� ���� �������	 .�����#
��� �+�����# �� ����� �� ����$ ��� �3���� �� � ������ �� ��� ����������� �� ��
���������# ��� ����� �� ������� �*� ������� �� ��� ��������� ������� ,�� ����
���� ������� ��� ������ �� ��������# ��� ��� ����� ���� ���� ���	 ��� �����*���
����$��� �� ��* �� �������$ ������� ����������# ������� ��������� �������� ����
�� ��� ����� �� =��)���� �������������� L8;;"M	

H��� �� ��������� ���������� �� ��������� ���*��� �*� ����������# ��$ AlgA

��� AlgB# ��� ����� *��� �� ����� � ���������� ��)��

$�������� &4 �
������ AlgA �������� ������ ���	 �
������ AlgB+
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,� ���� �����	 -�����������# �� ������ ��* �+������� ��� �+���������� ��������
��# ���� � �����$ ������� ��� �������� ���������� ������ �� ���*� ���� �����%
���� ����	 ��� ���������$ �� ��� ��������� ���� ��� ����� ��)� �� �������� ��
��3����� ������� �$ � ������ �� ������	 ����� ����# *��� ��������� �� ��� ���%
����������� ��������� �� �������� :	8	8 ��� :	8	�# ��� ����������$ �� ��� ���������
���� ��� ����� ��� �� ������ ���$ ��� *��� ���������

8	 ��� ������� �� ����������� ��� �������$ ��� �����&� ����� �������� ����
*��� ����������R

�	 ��� �����&� ����� �� ��������� �� ����# ���� ��# ��� ������$��� ������� ��
����������$ ��&��� ���� ��� ����� �� ��� ���������	

.� ��� ����� �� ����� ������# ��������� 8 ������ �� ������ ������������ ���

$�������� 
4 ;	��� ��� 
���	 �3������	�� ��	�����	� �	� �	 ���

���	 ���� �� �	���	���* �
������ AlgA �������� ������ ���	 �
��
����� AlgB+

=���# ��� �����������# *��� ��� ������� �+�������� �3������	�� ��	�����	� *�
����� �� ��� ������� �� ����������� ��� �� ��� ����� �������� ���������� �� ���
����$	

� ������� ����� ���� ������ ��� ���������$ �� ��������� �# �� �������$ �������
�� ��� ���� ����� �� ���� ������# ���� ��# ��� ������ �������� �� ������$ �������
��� �� ������� ���������������$%������ ������X��� ��� �+����� 
�/���� L8;;:M
��� E������ L����MX��$ �+���������� ����$ ��� ���$ ������ ��� ����������� ��
� ��������� ������	�����	 ������ ���� � 
�	��� �������� �
������	 =�*����#
*� *��� �� ������ ���� ���� � ��������� ������	�����	 �� ��&��� ��� ���$ �$
���������� ��������� ���� �� ������� ��������������# ����%����������# ��� �� ��#
��� ����# ���������$ ��� *��� �������� ��������������# �$ ��� ��������� ��	�
��
�����	 ����������# ���� ��# � ������� ��������� �� ������������� ���������� ��� �
������� ��� �� ������ ��� ����� ����������	 .� ������ �� �������'�� �� ���� �����
���� *� ��� ���$ ��������� ���� *��� ������ ����������# *���� ����� �� ��� �5��	�
�� ������ ����	 ,� ��� ����� ����# �� ���� ���� ���������� ��� ��� �	 ��� 7� �$
��� ������� ������# ���$ ��� ��� ���������� �� �� ���� �� ��� ���&��������X*� ���
����)��� ���� �� ��� ��������$ �5�?�	��	� ������ ���������� �� ������� �	8	9	

(��� ���� ����������# �� �����*� ���� *������� ��� �����&� ���&�������� �� ���
���������� �� �� �������� ��� �������� ������� ���� ������� �������&�� �����%
����# ����������� ���������� ��� ���������� ��� ���$ ���������� *��� �������
�� ��� ���������� ���&��������� ����������	 ���������# ������ �����&� ��������� ��
���� �� ��� ��������� ���� ��� ��������� ��� ���&��������� �� �� ������# ��� ���$
����� ���� ��� �� ���������� �� ��� ����� �� �� ��������� ���������� ������ ��)��

$�������� )4 ;	��� ��� 
���	 �3������	�� ��	�����	� �	� �	 ���

���	 ���� �� �	���	���* ��� ������ ��	�
������	 �� AlgA ��������
������ ���	 ��� ������ ��	�
������	 �� AlgB+
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.� ����� �� ������� AlgA ��� AlgB *������ ����������� �� ���������� ���&����%
�����# ��� ����������� ��������� �� �� ������ ������ ���

$�������� �14 ;	��� ��� 
���	 �3������	�� ��	�����	� �	� �	 ���

���	 ���� �� �	���	���* ��� ���� AlgA?Conf A �������� ������ ���	
��� ���� AlgB?Conf B+

H���� Conf A ��� Conf B ��� ��� �*� ��3����� ������ ������� *���� ��� �������
��� ���&������ AlgA ��� AlgB# �����������$	

.� ��� *����� �� ������� ��� �3���� �� ��� ����������� ����� �� ��� �������
�����������# ��� ������ ��� ��� ���� ���&�������� ���������# ��$ Conf # ���
���� ���������� ��� ������� ��������� ��� ���� AlgAAConf ������� AlgBAConf 	
.� ���� ����# ��� ���������� �� ��� �+���������� ����$��� ����� ����� ���

$�������� �=4 ;	��� ��� 
���	 �3������	�� ��	�����	�* �	 ��� 
���	
���� �� �	���	��� �	� ���	 ���� �
������� ��� ��	�� ���	
 Conf *
AlgA �������� ������ ���	 AlgB+

.� ���� ����# ��� ����������$ �� ��� ��������� ���� ��� ����� ��� �� ��������# *���
������� �� ��� �������� ���&�������� ���������	

4�����������$# ���� �� ��� � ������ �������� �� ��� ������� ���������� ���# ��
���$ ������ ��������� ����������� �� � ��*�$ �������� ������ ������� ����
Y��������� ����������#Z � ������ ����������� �� ��� ��*�� ��������� �� �����
�����$ � ������ �� � ���� ������� ������# ���� ��# �� � ���� ������������� ���%
&�������� ���������# ������ ���� �� ���������� �� ��� ����������$ �� ��� ��������
����������� �����	 .� ����� �� ���� �����������# ��� ���&�������� ������� �������
��� �� ��� ������� ������ �� ��� ���������� ��� ���������� �� ��������������	 .�
����# ��� ��� �� �� ��� �� �������� ����# ������ ��� �+���������� �� ���$ �����%
����� �� � ���������� ���&�������� �� ��� ���������# ��� ���&�������� ���������
������� �� ����������� ���� �� ��� ���������	

����# $� ��� ���������� ����������

.� ��� ���������� �������� ����������# ��� ����� ���������� ���*��� ��� ����	�	
 ���
��� ��� ���� ��� �� �� �+������$ �����$ ������ �������� *���� �� ������ ����������
�� � �����������	 .�����# ������� �������� ����������� ��� *��� �*��� �� ���
���������	
 �������# ���� ��# ��� ���) �� ������������'��� �� ��� �����&� ��������
��� �� ���� �����*��� ��� ���������� �������������X�$������$ ������ 	����X������
���� �+�������� ��� ��������� ������ �� ��� ������$��� �����%������ ��������	 ��
� ������ �� ����%&�����# ��� ����������� �������� �� ��� �������� ��� �� �$������$
� ������ �������� �� ��� ������ ����������� �� � �������� ���������	 ����� ����
�������$ ��� �� �3������ ����%����������# �� �� ����� ���� �� ��� ��������� ������%
���� ��� ���������� �� �������� ����������	 .� �� ��������$# ���������# �� ����
�������� �� � ������ ���� ���# ��� ���� ���# ���� ������ ���� ���� ������������$
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���*� ���� ��� �������� ���	 ��� ����������� �� ���� ������ ��� �� �� ��������
�������� �� ��� ����������� �� ��� �������� ���������� �� ���� ��� �� ���������
*��� ������ ��� ����� ���� �� ����������� ��� �����������	

4�����������$# � ����� ����� �� ������� �� ��� �������������� ���������� ���
� ���������� ���*��� ��� ��	�	
 ��� ��� ��� ���� ���# ���� ��# ���*��� ��� ���
�� ��������� ���� ��� ������ ��� ������������� �� ��� ��� ����# ��� ��� ��� ��
��������� ���� ��� ��� &��� ����������# �� ��� �����	

-�����������# *��� ��������� ��� ����������� �� ��������������# ��� ����
��������$ �� ���������� ���������� *���� ���������� ���� �� �� �����# � �������
������� �� ����%&����� �+����	 .� ���� ������# *� ��������� ��� ���� �������	�	

��� ���������� ���� �������	

1������$ �� ������� ��������# *���� ��� ���������	
 ���������� �� ���$ ��
���� ��� �������$# �� ��� �������������� &��� �������	�	
 �� ���������$ �������$
���� ��6���� �� ����������	 ��� ��3������ �������# �� ����� ��������$# ���� � ���%
������ �������� ���)������	 .�����# ��� ��������� ����$��� �� ���������� �� �
���������$ ������ ����������� �� ��� ���������� �������� ���������� ��� ���������#
�� � �������� ��������# ����������� ��� ������������� �� ��� �������������� &��� ��
��� �$������$ ���� ��� ���� ������ ����������� ���)������ �� ����� ������� �����%
��� ����������	 
�������# ��� ����$��� ��� ��� �������� �� ��� ������� �� ������
�������������� �� ����� �� ��� ����$���� ����� ���# �� �� �� ���*� �� ������� �	8	9#
���$ ������ ���������� �+���� �� ��� �����	

.� ��� �����*���# *� ���* ���� �� ��� ��	�	
 �5��� ���������# ��� �����������
�� ��� ������������� �� ���� �������� �������$ �� ��� ��������� ���� ��� ����
��� ������ ��� ����������R *������ ��� ����������� �� ��� *���� ����� ��������
&���# ������� �� ������� �����# ��� ���� ������������	 /���������$# ��� )��� ��
������� *� *��� �� ���* ������ ���) ��)� ��� ���� �� ��� ���� ������� ����� ��
��� �������� ��� ��� �� ��� ���� ��� ���� �� �$������$ ����������� �� ����������
��������X��� ��� �+����� (����� �	; �� ���� ";	

.� ��� �������� �����# ��� �+�������� ��	�	
 �5��� �� �������'�� ������� ���
������ �� ������ ��� �������� ������� �� ���� ����$���# ���� ��� *��� �������� ���
���������� ��&������ ��� ��� ��������� �������	 .� ��� ����$ *� ������� ����#
��� ��	�	
 �5��� �� �������� �$ ��� ���� �� ��� ����� �� ��� ���������� *����
��� ������ �� ��� ������ �� ��������� ���&��������� ����� *���� � ���������
�� ���������	 ���� �� ������* ����������� �� ��� ���������� �������� ��������
�� ����� ������+��$ ��� @1%��������� ��������� �� �������� �	�	" ��� �	�	:	
�� �� ���� �+������# *� �������� � ������ ��� ��� � ���� ��� �������� �� ���
������ �������� ����	 (������# *� �������� ��� ���� �� *���� ������ �� �������
�� �� �3�������� ������ �� � ����� ����� �� ���&���������� >��� ���&�������� ��
������ ���� �� ��� ����� ������ ��������	 ��� ���� �� ��� ���� �������� �����
�� ���� � ������ ��� �$ ���� ���&�������� ��# � ������ # �� �������� �������� ��
��� �+������ ���� �� ��� ���� �������� ���� ��� ����� ���&�������� ��� &��� .�
���� �����# ��� ������ ����� �$ ��� ����� ���&��������� �� ��� ������ ��� �� ��
����������� �������$ �� ����� �� � ��������� ��� ��������� ��� ���� ����� ����	
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,�� ������ ������ �� �*��� ���� ��* ���� ��� ����� ����� �+����$ �� ��� ���%
����� ��������# ��� ���� ��������$ �� ��� ���������$ �������� �+�������� Y� ����
��� Z	 ���� �� ������ ��� )�$ ��� ������������� ��� ������ �� ��� ����%������ ���%
�������	 B�������� ���� ��� �����*��� ���������$ ����# *��� ���� �� ��� ������
����� ��� ������� ��� ������� ��������� �� ��� ���� �� ��� ��������

5�� �� �������� n ����������� ������ ��������� x1, x2, . . . , xn	 .�
x1, x2, . . . , xn ��� � �����'����� �� ����� ���������# ���� xj �� � ����
��� �� �������� �������� �� ��� �+������ ����� �� ��� ���������� xj	

��� ��������$# ���� xj �� �� �� ���������� �� � �����'����� �� �� �	�
������ ��������� �� ��� ���������� xj 	 -�����������# �� *� ��� ����
���� xjm ≤ xj , ∀j# ��� �������� ��������� ���� ��� �$������$ ����
��$���� ��� xim 	 .�����# *� ������ � ���������� �������� xjm �� �
�����'����� �� ������� ������ ��������# �����$ x̄ = minj xj *����
�� �� �������������$ ������ ��������� �� ��� �+������ ����� �� xjm	
(������$� E[minj xj] ≤ minj E[xj ] ≤ E[xl]# ∀l# ��� ��������� ����
E[x̄] ≤ E[xjm ]	�

H��� ���� �� ����# ��� �� ������� *��� ��� ����$���	 ��� )��� �� ���������
��� ������ ��������� �� ����� �� ������ �� ������������ �� ��� ����%������ ���%
������� �� ��� �����*���� ������ � ������ �������� ��� � ���� ��������	 (��
���������� ������ �� ��� ��	�	
 �5���# ���� ��# ��� �� ���������� ��'� �� ��� �����
�� ���&��������� �� �� ����������# ������ ��� ���&�������� ���� ������� ��� ����
������ �� ��� ������ ��������	 B�� �� �� ��� ���� ��������	 B����� ��� ������� ����
��� �������� ���&�������� �������� �� ��� �*� ���������	 B����� ��� ���������
� ����� ������ �� ����� ��� ��������� ���� �����&����� ��� ���� �������# ���
���� ����� �� ��� ������ �3���# ��� ������� �������� �� ��� ������ ��������� ���
����� �������� �� ��� ���� ���������	 (�� ������$# (����� :	8 ����� � ������%����
����������� �� ��� ���������	

4�����������$# ��� ����� ��������� ��������� �� �3������ �+������� ���� �
������������� ����� �� ���* ��� �� �� ��� ��������� � ������ �������� ��� ���*���
��� �3���� �� ����%������	 -�����������# �� ����������� ��������� ��� �� ��������
���� �+������ � ��%�������� ������	 ���� ��������� �� �)�� �� ��� ��� �������
�� 1������ " ��� ��������� ��� ����������� �� ������ ��� �� ��� ����� ������
���������� ���������� �� ��� ������X��� ���� 889 ��� �� ������������ �� ��� ��%
�������� �������� ������� �� ��� ������ ��� ��� � ��&������ �� ��� ��%��������
����������$	

��� �������� *� ����� ���� �������� �� �*� ������	 .� ��� &��� ���# � ���%
��� �� ���� ��� ��������� *��� ��3����� ���&��������� �� ��� ������������� �����
����$��� �� ���� ��������� ������� ���� ��� ������������ ����������'��� ��� �����
�� ��������� �� ��������	 ��� ������� �� ����� ���� ��� ������ �� � ��������	 .�
��� ������ �����# � ��������� ������� �� ��� ��� ����� �� (����� :	8 �� �+������

�� ������ ��������� �� �� ���	� ��� �� ��	�
 �� �����
� 25� �� ���� -835
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���	���� overtuning analysis(no trials, max conf)

# Allocate arrays for storing results

# observed on tuning and test instances

TU = allocate array(no trials, max conf)
TE = allocate array(no trials, max conf)

��� (j = 1; j ≤ no trials; j++) #�
# Select a tuning and a test instance

itu = sample instance()
ite = sample instance()

��� (k = 1; k ≤ max conf; k++) #�
# Select a subset of k configurations

Θk = generate configuration subset(k)
# Select, out of Θk, the configuration

# that obtains the best performance on itu
θ = tune on instance(Θk, itu)
# Evaluate θ on the tuning and on the test instance

TU [j, k] = run and evaluate(θ, itu)
TE [j, k] = run and evaluate(θ, ite)

#���
#���
# Average column-wise the results obtained

graphTU = column mean(TU )
graphTE = column mean(TE )
# Plot the curves

plot(graphTU & graphTE )

(����� :	8� ����������� ������� �� ��� ����%������ ����$���	 =���# no trials ��
��� ������ �� ������ �� �� ��������� ��� max conf �� ��� ��+���� ������ ��
���&��������� �� �� ����������# ���� ��# ��� ��+���� ������ �3���	
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*��� ��� ��3������ ����� L�M ������ ��� ���� ���������# ������ ���� ����� ���%
���� �������$ ��������� �� ��� ������$��� ������������# ��� ��%������� ���� ���
��������� ������� �� ��� &��� �����R L��M ��� ���� �� ��� ������������� ��� ��������
�$ ���������	�� ������ ���� �������$ ������� � ���&�������� �� ��� ����������%
��� �� � ��%������� ��������# ��� ������ �������� ��� ������ �� ����� ��� �� ����	
��� ������ ����� �� (����� :	� ��� ��� ������ �� ��� ��%�������� ����������$
������� �� ��� ������������ �� ��� ����%������ �������	 .� ����������# ��� &����
������ �� ��� ����������� �� �������� 	���	 ������ �� ��� ���
����� ����������

�������	 2��� ������������� ��� ����� �� ��������� ��� ����� ���� ��� ���� ����
�� ������� "	8	8� .� ����������#  �� ���&��������� ��� ���������� �������� *��� �
������ �� 9�� ���������X��� � �������� ����������� �� ��� �+���������� �������#
*� ����� ��� ������ �� ������� "	8	8	 .� ������ �� ����� ���� ���� �� �+�����
���������� ��� ��� �*� ������ ����� �� �������� ���$ ����)� �� � ���$ �����
������ �� ������%������# 8×109# ���� ����*�� ��� � ���$ ������� �����+������� ��
��� ������$��� ���������� ��������	 ���� ��������� *���� ���� ���� �����$ ��%
�������� *������ ��� �������� �� ��%��������� �� ������$ ����� �� 1������ 8# ���
����������� ������ ��� ��������� ��� �*� ������# �� �������$ ���������# *����
���� ��)�� ���� ���� 9×1013 �# ���� ��# ���� ���� �	" ������� $����	

�� ��� �� ��� �������������� �� (����� :	� �� ���������# �� ������$ ������� ����
��� ������� �������� �� ��� ������ �������� ��� �� ����%���������� �������� �� ���
�+������ �������� �� ��� �������������� .������������$ �� ��� ������ �3���# ���
����� ���������� ��� ������ �������� �� ��*�$� *��� ����* ��� ��� ���������� ���
���� �������� *���� ��� ������# �� ������$ ������� ���# �� �� �������� ��������
�� ��� ����������� �� ��� *���� ����� �� ���������	 2�� ��� ���� ����� *��� ���
�*� ������ ����������� �� (����� :	� �� ����# �� *� *����� �� ���*# �� ��� ���
����# ��� ����� ���������� ��� ������ �������� ��������� ������������$ *���
��� ������ �3���# ���� ��# *��� ��� ������ �� ���&��������� ����� *���� ���
���� ��� �� �������� �$ ��� ������ �������R *������# �� ��� ����� ����# ��� �����
���������� ��� ���� �������� ��������� ����� � ������� �� �������# ��� ���� ������
���������� �����	 ���� �� ��������$ ��� ���� ����������� ������� ���� ����������� ���
����%&����� ������� �� ���������� ��������� 1������ (����� :	� *��� (����� �	;#
����� �� ���� ";	 ,�� �������� ���� �� ���� ����������$ ���&���� ���� � �������
������� �� ����%&�����# �����$ ��� �������	�	
 �������# �3���� ��� �������� ��
������ ��������������	

2����� ����������# � ������� �� ������ �� ��� ���� ���� �� ��� ����$��� ����
�������� (����� :	�# ���� ������ ��� ���� ���� ��� �������� �� ��� ������ ��%
������	 �� ��� �� ��� ���� ��� �� ���������# � ������ ������ �� ��������� *����
��� ���� ��� ��$ ���������� ������ �� ��� ������	 .����� �� *���� ���� �����$
������� ��� �������� �� ��� ���������� �� ��� ����� ���������� ��� ����� �� ��� ����
��� ���# �� �� ��� �� ��������# ���� ����� �� ������$ �����������$ ������ ����)� ��
��� ��%�������� ��������� ������� ��� ����������� � ������ ���� ��� *���� ����
�����$ ��������� ��� ����������� ����	 ,� ��� ����� ����# ��� ����� �� ����
���� ������+ ��� *��� �������� ��� ������ ���	 .�����# � ������ ������ ��� *����
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(����� :	�� ��� ����%������ �������� �� ��� ��	�	
 �5��� ���������X��� ������
����� �������� ���� �� ����� �� ��� ������ �� ���&��������� ����������X���
����������� �� ��� ������ �������� �������� �������$# *������ ��� �����������
�� ��� ���� �������� ������� &���# ������� �� ������� �����# ��� ���� ������������	
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(����� :	0� .����������� �� ��� �������	�	
 ����������� ��� ����������� ��
��� ������ ��� ������ ��� �� ���� ��� ��������� ����������	 .� ����� *��� ��# ��
�� �� ���� �����������# ���� ���� �� AlgA ��� AlgB ���� �������� ��� ���� ������
�� ������ �3��� k# ��� ���� �� ��� �������� ���&�������� �� AlgA �������� ������
���� ��� �������� ���&�������� �� AlgB ���� ��� ������ ���# �� �� ������ ���
�������� ���&�������� �� AlgB ���� ���*� � ������ ����������� ���� ��� ���� ���
��� ���������# �� �������# ���� ��� *���� ����� �� ��������� �� ����	

���� ��� � ���������� ������ �� ��� �*� ������# �������� ��� ������� *���� ����
�������� ������������$ ���������	 .��������$# *� ����� �+����� ���� �$ ��$���
���� � ������ ������ ��� *���� ���� ���� ���� �������	������ �� ��� *���� �����
�� ��������� ���# ����# ��� ������ ��������� *���� ���� �������� � ���� ����������
��� ���� 
�	��� ���&��������	 ���� *���� ���� �3�������$ ��#�	�# ��� ����%
������ �������# ��� �� *���� ���� ��� �����# ��J .� ��������# � ������ ������
��� *���� ���� ������� �� ��� ����� ��� ������� �� ��� ����� ���������� *��� ���
���� ���# ��� ��� ������ *���� ���� ��������� �� ��$ ���� ��� 4%��� �����	 ����
����� �� ��� ����� *���� ���� ���� ��� ����$��� ���� ���� �+������� �� ����� ��
����������� ����# *������ ������ ���� ���� � ���������� ����� �� ���*	

���� ��C�� ������������ �� ����%������ ��� *���� ����� ��������� ����	 .�
����������# ��� ����%������ ������� ������ �� ��������$ ��)�� ���� ������� *���
��������� ��� ����������� �� ��������������	 (����� :	� ��)�� ����� ���� ������%
��� ��� ����������� �������� �$ �� ��������� �� ��� ��������� ���� ��� ������
��� ����������X��# ���� �� �������# ���� �� ����� ������� ��������� ��� �������
���� ������ �������X�� ���������� ��� �������$ ����������	 .�����# �� ��� �����%
��� ����� �� ��� ������ �3���X���� ��# ��� ����� �� *���� ��� ���� ����� ������
����������X�� ������# *� ��� �� ��� ������+���� ��������� �� *�����

��� ������ ��� ������������� �������� ���� ��� ��	�	
 �	���	���* ���
����� �� ���� ���� � 
�	���� ����� �	���	�� �� ��� ���� ����* �	�
���������* �	 �����
�* ���� ��� ���� ����(
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.� ����������# �� �*� �������������� ��� ����� ��������# ��� ���������� ������
�� ���� �� � ��� �� ����� ��������� ���� ���� ��� ���� ���������$ ������� ��
��� ������ ��� ������ �����	 (����� :	0 ���*� � ��������� ���� ����� �������$
����� �� ��������� �*� �������������� AlgA ��� AlgB ��� ����� �� ��� ����� �� �
����� ������ ��� �+������� ��������� �� ��� ����������$ ������� ���� ����������'��
��� ����� �� ��������� ����� ����$���	 ��� ���� ������ k �� ������ �3��� ��
��������� �� ���� ��������������	 �������� ��� �������� ���&�������� �� AlgA

�������� ������ �� ��� ������ ��� ���� ��� �������� ���&�������� �� AlgB# �� ��
��� ������ ���� ������� � ������ ����������� �� �� ����������� ���� ���# ��*�$�
�+������� ��������� �� ��� ���� ����������$ �������	 1�����$# AlgB �� �� ��
��������� �� AlgA �����# �� �������# �� �� ������ �� �������� ������ ������� ��
��� *���� ����� �� ��������� ����� ����$���	 .� *� ��� ����� ��� ���������� ��
��� ������� �������� �� ��� ������ ���# *� *���� ���� �����)���$ ������� ���
�������� ����������	

'�� �� �	�� � ����	! � �	���
��

H��� �� *���� *��� ��� ������� �������� �� ��� �������������� &��� ���# ����
��������$# �� ������������� ������'�����V ��� ������� �� ���� ����������� �$ ��
��� ��$�������� C�)��

4	� ����* ��� ��� ���� ��	� �� ������ �	� ����� �����* ������� �� ��
����	���� ����� �� �	� ����� ��� ��������� ����	� �� ���� � ����	����
���������	 �� ��� ������� �� ��� 	�3� ����+ �	 ���� ������ ��� ����
�� ���� ��� ����	�* ��� ��� ����� ������ ���� �� ��� ��� �����	
 �	
��� ������+ ��� ���� �����	�� ��� �	 ���� ������ ��� ���� + + + �	�
���	 ��� ��	���� ������ + + + 4	� � ���� ���� ��� ���������* ����	

���� ����� �� ������* ������ �� ���� � ��� �� ������* �������	
 � ��
�� ���
���� �	� �$�����	�+

4�� �������	� ���� 
�	��� �� ��� ���
���� �	� ��� �$�����	�9

D1��� ���� � ���� ���	8EI�� �����+

D1�* �� ��� � ���� ��	�
�� �� ���� ��� ������ ��� �������� ������
����	
 �	 � ������+E

H� ���� ���� � ������� C�)� ����� ������ ������ �� � ���� ��������� � ����������
�� ��� �*� ��������$� .�����# �� ����� �� ���� �����# � ��� ���������� ���� ��
���������� �������� �� ��� ���� �*� ������� ��������� ��������� ������ �� ������J
���� ����� *���# �������# ����� ������� ���� *� �������� ��� ������$ �������)��
����� �� �����	
 �� ���������� ��������	

��� ���� ������ �� �������� �� ���������� �������� �����X��# �� �����# ����%
��� �� ��� ����$ ��$� �� ��� &���X���� ��� ��������� ������������ �� ��� �������	

�������# �� �� ��������# ��� �������$ ����� �������'��# ���� ��� �������� ���%
���������$ ���������� �� ���������� �������� ��� ����������	� �� �������� �������$
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����������� �� �������� *����# �� �����# ���� ����� � ���� ���������� ���������	
.� ����� *����# ��� �������� ������� �� ���������� �������� ��� �����������
����� �� ����%*���� ��������	 .�����# ����������� ���������� �������� ������
��� ������ ���������� �� � ��������� �� ����������	��

8	 �� ��� ��*��� ����� �� ��� ��������$# *� &�� �����������*��� �����������
����� �� ���� *��� ��&��� ��������� �������	 ���� &��� ����� �� ��� ���
������$ ������� �$ ���������� ����������� ��� �������������� ����� ���� ��
�� ����� � �����&� ������� �������� ������ ���� ��������'� ����� ������� ���
���������� ��� ���������� �� � *���� ����� �� ���������	

�	 �� � ������ ����� �� ��� ��������$# *� ��������� ��������� �������� ���� ��
��� ��������� �������� �������# ��� ���
����� ���������� ����%
���# ��� �� ��	 >��� �� ����� �������� �� ��&��� �� � ����� �� �����&�
������� ���������X�� ���������� �� ����� 8X���� ����� ������� ���������%
������ ��# ��� �+�����# ��� )��� �� ����������� ������� �� �������� ���������	

0	 ��������� ������� �� ��� ��������$# *� &����$ ����� �����$ �������� ����%
���� ���� ��# ��� �+�����# -F ���������� LF��3���# 8;;0M �� ���������
�������� L/�������# 8;9;M	

����� ����� ������ ������ ��� �� ���� �� �� �+�������� ����������� �� ��� ����%
����$ �� ����������� ��� C��� �� ��� ����� ���� ����� �� ��� ������	 .�����# �
&���%������� ����$��� *���� ������ ���� ����� ������ �� ��� ��������$ ������ ��
���������� *���� ��� �� ���*���	 �� �� �+�����# ��� �� �������� ��� ���� ��
����%*���� ���������� ��� ����%���$��� ������� ������� �������� *���� ��� �����
���� ���� ������� ��� ������ ���������� ��������� �������� ��������	 
����
������� �������� �� ���� � *�$ ��� ������ ���*��� ��� &��� ��� ��� ������ ����� ��
��� ��������$	 -����������# ��� ��� �������� �� ��� ����������# �� *��� �� ��6�����
�� �������� ��� ��������� �� ��� ����� ������ ��������� �����	

�� ���� �����# �� ����� ����&���� �� ������ ��� ������� ���� ��� �� ��� ��������%
���� �� ��� ������� ������ �� ��� ����� ��������� ��������$ �� ������������� ���
&��� �������� ������ �� ���������$ ��� ������� ���������� �� ������ ��� �����%
��������� �3��� �� �������&� �������� ��� ������������	 �� �� �+�����# ��� ���$
���� �� ������ ���������� ��� ������� �� ��������� �������� ������� ��� ��
����� �� � ����� L��&����M ������ �� �����&� ������� ��������� ��� ������� ���
���� ��������� ��� ������������ � ������ ����� �� ����*��� *���� �� ���� �� ����
*��� ���� ��������� ��� ����������� ��� �� ���� ��� ���)���� ��� �����&� ����%
��� ��������� ��������� �� ��� �����	 � ������ ������# *���� �� ���� ����������
�� ������# �� ��� ������ �� ���� ��� ������ ��� ��� ��������������� �� ������'�����
�������� ���� ���� ��� ���� �����&���� ������ �� ��� ����������� �� ����������	
���� ������ ����� ��# �� ����# ��� ���� ���������� ��� ��� ������������ �� ��� �����$
�������� �������� ��������� ����� �� ����� 0 �� ��� ��������$	

4�����������$# ��� ������������� ���� ��� �������� ������� �� ���������� ��%
������ ��� ��� ������# ������ �� ������ *��� ����	 ���� �� ���� �������� �� �
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����� �� ��� �������� ����� *���� ����� ������ ������������ �� ��� ����$ �� ���
����� ��� ��	 �� ����� �� ���� �����# ��� ����������� �� ��� ������+��$ ���%
��$# NP %������������ �����$ �� ���������� L/���$ [ E������# 8;7;M# �� � ������ ��
���� �����	� �������� ������+��$ �����$ ����������� � ��C�� ����)������� �� ���
&��� �� ���������� ��������# �� ������ �� �������'�� ���� ���� �����$ �� ���������
���$ *��� ��� *����%���� ��6����$ �� � ����� 	���� �� ��#�� �������# ������
���� *��� ��� �����	���� ������ ������	�� �������$ ����������� �� ��������
��# ���� ��������$# ��� ������&�� ������������ ������ �� ��� ������	 (�� �+��%
���# ��� ���� ���� ��������� �������� �� NP %����# ���$ ����� ����# ������
NP = P # ����� �� �� ���$������ ���������# *���� &��� ��� ������� ��������
��� ��� �������� ��������� �� ��� ��������� �������� �������	 ����# ��*����#
���� ��� ����$ ��$����� ����� ��� ��6����$ �� � ���������� ����� �� ����%���� ����%
��� ��������# �� ���� �� ��� ������������� �������� �� ��������� ��������

�������� *���� �� ���� �� ����� ���� ������� ��������	
����� ��# ��*����# � �����������$ �������� ���� �� ���� �����������	 ��� NP %

������������ �����$ �� ��� ����# ��� ��� ���%��������� ������ �� ��� 	� ����
�	�� ������� LH������ [ 
������$# 8;;:# 8;;7M �� ��� �����#� ���� �� �����
����# *������ ����������� ��� ����� �� �������� ���������� �� ��� �������&� ��������#
�� �� ���������� �� ������� ��� ����������� �� ���������� �� ����%���� ��������	
���� ��� �� �� �+������� �� ��� ������ �� �+���������� *��)# ���������$ �������%
��� ��� �����$ U�+���� ��������������# ��� *���� ��� ����������� ����$��� �����
�����������$ ��6����	 =�*����# �����$ ������� ��� �������� �� ��� ������ ��� ��
������ � �������� �������� �$ ��*# ��� �+���������� ��������� ���� ������
������� �� ��� ������ ������ �� ���������� �� ��������	 ���� �� ��� �� ��$ ���� ���
�+���������� �������� ����� �������� ����� �������� ��� ������� �� �3�� �� ���
�� �������� �� ���������	 .������ �� ��� ����� ������� �� ������� ��� ���������
��������������� �� ��� ��������� �������# ��� �+���������� ������� *��� ���� ��%
������ ����� ��� �� ���$ ������������# �����#�# ���� ��� *���� �+����������
������� �� �������$ �������� �� ����� ��� ���������� ����� *���� ���������� ���
����� �� �� ���� �� ��������	

��	�� ��� ����,��� ������&

�� *� ���� C��� ������� ���# ��� ���� C����&������ �� ��� ���$ �+������� �� ���
������������� ������'����� &��� ����� ���� ��� ���� ���� ����������� ���������%
���� ������'����� �������� ��� �������� ������ �� ����%���� �������� �����������
�� ��������	 1����������$# �� �� �������$ �������� ���� ��� ����������� �� ��
��������� �� ���� ����� �������� �� ���������� �� ��� �� ����%���� ����������� ��
���������	 =�*����# *��� �� �$������$ ������� �� ����# �� ����� ��� ������� ���%
������ �� ������ �� �� �� ��$ ��������� ����������# �� �� ���������$ ��������$

�$�� �� �����
	����� �� �� NP =������������ ����"� >� ����� �� ���
�� �� !������ 35-5/5
�$�� �� �����
	����� �� �� �
 ���� ����� ������� >� ����� �� ���
�� �� !������ 35-5.5
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���� �������� >+���������� �������

� �

B���%���� �������� B���%���� �������

(����� :	 � 
���� �������� ��� ������������ �� ����%���� ��������	 ��������$# ���
�+���������� ������� ������ ��������� ��� ����%���� ���������� �� *���� ������'�%
���� ���������� ��� ��������� ��� ����������$ �����$��	

�� ��������� ��� ���$ ��� �������� ���������������# ��� ���� ��� *���� ��������
���� ������'����� ���������� �����* �� ��������	 H� �����* ���� ��� ������� ��
������� ����%�$��� �������$ ���������� �� �������������	 /���� ��� ����������
������ �� ������'����� ����������# ���� � ������� ������� ���� ��� ���� �����%
������� �� ������� �� ��� &��� �� ����*��� �����������	 (�� �� ������� ������������
�� ���� �������# *� ����� ��� ������ �� ��$ ������ �� ����*��� �����������# ���
�+�����# ����������� L���8M	

.� ��� ����%*����# ��� ����%�$��� �� ������'����� ���������� ����� �� �����
�������	 �3����� ����%�$��� ������ ��� �� ������������ ������# ������# �������#
��� �� ��	 .� ��� �����*���# *� ���������$ �������� � ������ ����%�$��� ����� ��
*���� ��� ��������� ��������� � ��������	� ����� ��� ����� &����$ �����$��
�� � ���������	 �����	 2����� ����� ��� ��������# ��� ������ ����%�$��� �� ���� ���
�������� ����) ��������� ���� ������+ ������	 .� ���� �����# ��� �����������
*� ���* ��������� �� �� ����������$ �+���� �� ��� ������� ����	

,�������$# ����� �� �� ���� �� �+����$ ����� ��� ��� ������� �� � ����%�$���	
��������$ �� ��� ������� ��������# �� ����������� �� ������# �� ��������� ��
(����� :	 	 �����# ������� ������� ��� ���������$ ���������	 .� ��� �����*���# *�
�+����� ��� ������� �� *���� ��� ������'����� ���������� ��� �����$�� �� ����%
���� ������������ ��� *� �+����� ������� ����%����� ��������������� ���� *� ��������
���������	

H� ����� �$ ��������� ����# �� � ������� ����# ����%���� ������'����� ���� ���
������� � ������ �������# ��� ������ � ����� �������# �$������$ ��������� �$ ���
������������ �� � ������ �� ���������	 �� �� �+�����# �������� ��� ������ ��
��������� ����������'��� ������� ��  � 
������� �������# �� ���������� ��
������� 0	8	 ��� ������%������� ������� ��� �� �����$ ���������� �� � ����������
����# *���� ��� ������� ����� ��� ���$ ��� ������X��� ������� 0	0	0 ��� �
���������� �� ��� ������%�������� ���� �� ��� �����+� �� ��� ��&������ �� ��� ������
�������	 >��� �� ���� ����# ��� ������� �� � ���������� ������� �������� ���
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����������� ���$ �� ��� �� ���$ �������� ���� ���� ������� �����	
.� �������# ��� ��������������� �� ��� ��������� �� ��� ������ ��$ ������ ����

���� ������������� �� ���������� �� ��� ������'����� ���������	 .� ���� �����#
��� ����%�$��� �� �� ��������� ��� �� �$������$ ������� �� ������# ���� �������$
��������� ������� � ������ ������ ����%�$��� ����� �������� �� L�M � ��������	�
�����# ���������� ������ �� ��� ����������� ���� ������� �� �� ��������� �� ��
��� ����&������ �� �� ������$ �+������ ���R �����*�� �$ L��M ��� ������ ���������	#
������ *���� ��� �������� �� �� ������ ��� ������$ �����������	 .� ������ ��
�������� ���� ���� ������� ��������� ���� ��� �� �� ������ ������ ��� ����������
����� ��� ��� ��������� ������ ��� ����������� �����J ���� ������� ��� �����*���
���� ���� ������ �� �������� �� ��$ ������� ��������� ����$�

����� �"���������� ����	����4 ������ �	���	��� ���� ��� �������
�	
 ��� ��������	�� �� �	 �
������ ��		�� �� ���� ����	
 ��� �����
����	�+

��� ���� �� ����������� ���� ��������� �� ������$ ����������� �$ ��� �����)� ��
�������	�	
 �������� �� ������� :	8	 	 -�����������# *� *��� �� ��� ���� � ���%
���� �������� �� �������� �������������� 5�� �� �������� ��� ������ ��������
���� *� ��� ���� ��� ������ ��� ���������� �� �� ��������� ��� ���� ��� ������%
��� ��� ����������� �� ��� �������� ���&��������	 5�� �� ������� ������� ����
��� ��������� *� �������� ������� � ��������� ������� �� � ����� ���� ���������
*��� ��� ����� �� ��� �������� ��������� �� ��� �������� �� ����	 
�������# ���
�� ������� ���� ��� ��������� �����$ ������� ���������� ��� ��������� �� ��%
������	 .� ���� ����# �������� *� ����� ������ ���� �� ������ ��� ���������# ���
��������� *��� ��� �������� ��������� *��� �� ���� �� ����� ��������������$ ���
�� ��� ������� ��� �������� ����� ����$���	

��� �������������� &��� �+���������� ��������� �� ������ ������� ��� �����
�� ���� ���������� ������� �$ ��� ������R �����# ���� ����� ��������� �� ��������$
�������� �� ��� ������� ����������	

.� ������ �� �������'�� ���� ���� ��������� ���� ��� ����$ ���� ������%
�����&� )��*����� ������ �� ���� �� ��� ����������� �� ����������	 ���� )��*�%
���� ��� ��U����� ��� ����������� ������� �� �*� *�$�	 (����# �� ���� �+������
)��*����� �� ���������# ������ ����� �� ������ �����$ �� �� ��� �������� �+����%
���� �� ��� ��������� ��������# �� ��� ������$ �3��� ��� ������ �� ��� ���������	
������# �� ���$ ����� �������� ������ �� ��� �	�� ���� �	 ���������	 ��� �����%
����# ��� ����� ���� �� ����� �������� ��� �� ���� �� &��%���� ��� ���������	
����� ������������ ��� �� �� � ������ ���������# *���� �� ������������$ �� ���
&����

$�	��# �"���������� ����	����4 ��� ����
	�� ��	 ���� �	�� ���
���	� �	� ������� �����	�������� �	����
�* �� �� �� ���� ��� ��
���� ������� �	 ������ �������+
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(�����$# �� ����%���� ������������# ��� ���� ��������� ��� ��� ����������� �� ��
��������� �� �������	 ��������$# ��� ��+���� ���� ��������� ��� ��������� �
�������� �� �$������$ � ���������� ����� �� ��� �����&������� �� ��� ��������� ��
�� ��������� ���� ����������� �� ��� ���������� �����# ��� ��������� *��� �� ���
��� ���� ����� ���%����	 ��� �+������� �� ����� ���� ����������� �� �������� �$ �
����	��� ���	����# ������$ ��������� �� B����� [ 4'��$ L���8M�

����# �"���������� ����	����4 1��	 ������ �
������� ��� ����
�����* � �� ���� ����� ���� ��� �� ��� ������� �����	��������
�	����
� �	� �$�� ����������	� �5��� ����� �� �	������ �	 � ���
���� �������+ %������* �	 ��� �����	
 �����* � ��� �
������� �����
�� �������� �	 �	 �$�� ���� �����+

���� ���� ����� �+���������� ���������# �������� �������# �� ������������$ ��� �����
�������� �� ��� ����������	 .� �� ������ ���� ����������� ������ � ����� ������ ��
���� �� ��� ����������� �� ����� �������� ��������� ��� ���� ������� �� �������
����� ����)%���%����$ ��������������� �� �����%��%���%��� ����������	 >��� *����#
����� ����������� ������� ��� ������� �������� �$ ����� ���������� ������� �����
��������� �� ��� ���������� ��� �������$ �������� $���� ������ �� ���� ���*��
���������	

��� �+���������� ����������$ *� �������� �� ��� ��+� ������� �� ����� �� ���
����� ������� ���������� ����� �����	

��	�	 ��� �������� ���������&% ��� ���� ������������

5�� �� ��* �������'� ��� ������� ������� �� ��� �+���������� ������ ����# ��%
������� �� ��� ����$���# ������ �� ���� �� ��� ���������� ��� ���������� ��
���������������

8	 (�� ����$ ���������# ��� ���&�������� �����X���� ��# ��� ����� �� ��� ���
����*�� ���������� ������������X������ �� �����&��	 .� ���� ������%
�����&� )��*����� ��� �� ���� �� �����* ��*� ��� ���&�������� �����# ��
������ �� ������$ ������� �� ��� ���������� ����� ����$���	

�	 ��� ���� ��������� ������ �� ���� �� ������ ��� ���&�������� �� ����
��������� ����� ����$���	 ��� ��������� ������ �� ����� �� ��� ���� ������
��������� ��� ��� ����������# ��� ���� ��������� ������ �� �+������� ����
��� ���� ������� ����� �� ��� ��������� �� *���� ��� ���������� ��� �� ��
���������$ ������	 ��� ���������� ������ �� ����� ��� ���� �������������
���������	

0	 ��� �������� ���&��������� ������ �� &����$ �������� �� ��� ���� ��%
�������	 ��� ���������� ������ �� ����� ��� ���� ������������� ���������#
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����� ����# ����������� ���� ��� �����$	 H������� � ���������� ��%
������ �� ��������� *��� � *���%��&��� �������� ��������� ���� ��# ��� �+%
�����# ������������ ���������� �� ����� ������# �� �������� ������� �� ����
���������� ������ �� �������	 ����� �������� �������� ������ �� ��������
��� ���� ������� ����������� ���� �� ��� ����� ���������� ����� ����$%
��� LB����� [ 4'��$# ���8M	

 	 ��� ������� �������� ������ �� ���� �� ��������� �� ��������� �����+�������
�� � ��������� ���� �� ��� �+������ ����������� �� ��� ����� �� ���������
���������� �� ��&��� �� >������� :	0 �� �����������# �������$# *��� ���
����� �������� ��&��� �� >������� :	�	

.� ���� �# ��� ���&�������� ��������� ��� �� ����� �� ������ �� �� ���� ������%
���� ������ ���������	 .� ����� �� ������ ���� �� ���� ����� ��� ������ ���������
�������� �$ ���� ���������� ��� ��� ���������	 .� ���� �����# ��� ������������
���������$ ���������� �� ��� ���������� ��� ������ �� ��� ��� ���� ��������� ����%
������ ��� �������� ��� ���&��������� �� �� ������ �� �� ������ ��� ���&��������
����� �����$ �� ��� ����� �+�������� *��� ��� ���������	 5�� �� �+����� �����
�*� ������������ �� ���� �������	

��� &��� ��������# �����$ ��� ��� �� ��� ���� ���������# �� �������$ ����
�� ��� ������� ����������	 .� ��� �3����� ����# ���� ���� �� ������'����� �� ���
������� �����������# �$������$ ����� �� ���� ����� �������# �� ���� �� ���� ���
����������	 
��� �����# ��� ���&�������� ������� �� ��� ��������� �+�������$#
��� ������ ��� ������� �� ��� ���� ���������� ���&�������� ��� �������� ��� ����$
��������	 =�*����# ���� ��� �3����� ��� ��� ������� ����� �� ���� ��������
�������� ��� &��� �+���������� ��������� ���� ������� :	�	8# *���� �� ����� �� ���
����������� ���� ��� ������� �� �� ����� ����	
 ��� ���������	 ����� ��� 	��
������� ����	
 ��� ��������	� �����	 ��� ������� �������� *��� ���� ��������
��� �$������$ ������ ��� ��� ��������	

������� ����������� �������� �� ��� ����$��� ��$ ���&�������� ��������� ��
���# ��� ������ ����� ���� ���&�������� ���� *�� ���������$ ��������� �� ���
���������� �� ���� �� )��*� �� �� Y����Z ���� �������� �������� �+�������� ��
��� �+����������	 ���� �������� ��� �� �������'�� �� �*� �������	 (����# ���
���&��������� �������� �� ��� ���������� ��� �$������$ ������ �����*��� ���� �����
�+�������������# �� ����� *����# ���� ���� �������� ������� ���������$ �� ��%
��� ���� ��������� ������'����� ��������� �� ��� ������� �����������	 .� ���
����� ������� *��� ��������� ����� ��� ���� ��� �� ��������) ���������# ����
��� �+���������� �� �������$ ����� L�������# *������ ���� ����� �*��� �� ��M ���
�������� ���� *� ���� C��� ���*� �� �� �������# ���� ��# ��� ��� �� *���� ������
�� ����� �� ���� ���������	 .�# �� ��� ����� ����# � ��3����� ��� �� ��������)
��������� *�� ���� ��� ����� ����� ������� L�� ��� �+���������� ������� *�� ���%
������M# ���� ��� �����$�� ���&�������� ��$ �� ���������� ��� ��� ������� ��
����	 .� ����������# ���� �������� ��$ �����$ ��������� � ���� ��*���� ���� ��
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��� ������ ����������# ��� �� ������ ������ �3���� 1�����$# ���� ������ ����%
������ ��� ����� ���� ��������$ ����� ���� ����� ����# *���� ���������� ��� ���
���� ������ �� ����$�� ��������� ��*��	

�� �������'�# ���� �� ��� ���&�������� ���������� ���� �� ��� ���������� ���
�����# ������ �+�������$ �� ���������$# �� ��� ��������� ������'����� �� ��� �������
�����������	 =�*����# ����)� ��� �$�������� ����������$ ��������� �� ����
������# ��� �+������ ���������� ������ ������� ���� ���� �� ������	
# �� ��� ���� ��
����� ��� ���� ��������� ������ ��� ����������� �����# ��# ������������$# �� ���
��������� ���� ��� ��� ���������� ��� ���&����� ������$ *���	

'�� �
�����
��

���� ������� ��� ��������� � ������ �� ������ ���������� ��� ��&������ �� � ������
�+���������� ����������$ �� �� �����*�� �� ��� ��������� ���������� ��� ���%
������� �� ��������������	 .� ����������# *� ���� ����������� ���� ������ ������
���� ��� �� ����������� ������������$ *�$ ��� ����� �� ��� ����������	 �����
����# �� �� *���� ���������� ���� ��� ���� ���� �� ���$ *��)� ��� �+����������
������ ��� ���� ��������� ���� ��� ���&������ ��� ������������� ����� ����$
��� ���������$ ��� ������� ��� ��������� ���������	 .� ����� �� ������$ ����� ����
�������# *� ���� ���������� ���� ��� ������� �� �������	�	
 �� *���� *� ����
���� � ����������� ���)������ ��� � ��������� ������������	 ��� ����%������ ����%
��� �� �)�� �� ���������	
 �� ���������� �������� ��� *� ��� ���� ���� ����� �� ���
������ *�� ������� � ������ �������� �� ������� �������� ���� �������$ ������
��� ����� ��� ���� �������$ ����� ������� ��� ���� �����7���� ��� �����)� ��
��� ���� ��� � ����� ���������� ���*��� � ������ ��� ��� � ���� ���	 ,� ��� �����
����# *� ���� ���� ��� ������� *��� � ���� ��������� ���������� �������� ���)%
������ ��� ����&� ���� ��� ����������	 (�� ���� ����� �� ������� *� ����) ���� �
��������� ������������ �� ����%������# �� ��� ��� *� ���� �� ��� ��������� ����$# ��
���� ���������� ���� � ����������� ����$��� ����� �� ������� �������� ��������	

�� ��� �� ��� �+���������� ����������$ *� ������� �� ������� :	� �� ���%
������# *� ����) ���� ��� ���� ����������'��� ������� �� ��� ����� �� ���������
���� � �����&� ���&�������� �� � ������������� �� ��� *���� ����%�$���# ���� ��#
�� ��� ������� ���� ������ ���� �� �������� ����������� ���� ��� ���� ������� �
������ ��� ������ ����� ��� &����$ ��������� � ����$ ���&����� ��������� ����
��� �� ������� ��� ��� �3�������$ �����$�� �� ����������	 .� ����� *����# *���
*� ������� *��� ���� �������������� ������� �� � ���� �� ���������
���� �������%
���� �� ��� �������� �� ��������������	 .�����# U�+������$ �� ��� ���� )�$*���
*��� ���������� ��������������	 .� ������ �� ��*�$� )��� �� ���� ���� ��� ���$
������ ��� ��� ������������ �� �������������� �� ��� ���� �� � ��
����������	
 ���
��������	����	��	� �������� �� ������������� ������'����� ��������	 �����%
����$# ����%����������� ��� ���������$ ��� ����������� ��C������� ��� �� ����� ��
������� ����# �������������� ��� ������� �� �� ������� ��� �� �� �����$ ������� ��



8;� 1������ :	 ���� �������������� �� ��� �+���������� ����������$

��� �����&� ������� �� ���� ��� ��� ���� �������� �����������	 (�� ���� ������#
������ ���������� �� �� ����� �� ������ �� ���������� �� �������������� ����
���$ ������ ��� ��# ��� ������ ������ �� �������$ ��������� ����� ���� C�����$
*��� ��� ������ ������� ��� ������ ����� ����������	 .� ��� ���*# � ������
�+���������� ����������$ ����� �� ��U��� ���� �������������$ ��� ������ ��� ����
������ ������A������������� �� � *����	

�� � &��� �����)# *� *��� �� ����� ��� ���� ���� *��� ������ �� ��� ��&������
�� �� �+���������� ����������$ ��� ��������� ��� ��������� ��������������# ���
������� �������� ����������� ������� �� ��� ������ ��� ������ ����� �����������$
��������# ������� ���&����� ��������� ��� ������� �����*��) �� ��� ������ ������	

������
�

��� 3��� �� !�����

H� ���* ���� ���� �� � �����'����� �� n ������ ��������� �� �����# ��� ����� ��
���� �� �� ������������ ������ �������� �� ��� �+������ �����	 (������$# ��� ��
�������� n ����������� ������ ��������� xj # *��� j = 1, . . . , nR ���� ���������
�$ � ���������� ������������ �� ����������$ Fj(x) = Prob {xj ≤ x}	 (������# ���
x̄ = minj xj �� ��� ������� �� ����� ���������# *���� �� ����������� ���������
��

F (x) = 1−
∏

j

(
1− Fj(x)

)
.

.�����# ���� ��� �� ���*� �$ ��������� ����

F (x) = Prob {x̄ ≤ x} = Prob
{∨

j
xj ≤ x

}
= 1− Prob

{∧
j
xj > x

}
= 1−

∏
j

Prob {xj > x} = 1−
∏

j

(
1− Prob {xj ≤ x}

)
= 1−

∏
j

(
1− Fj(x)

)
.

.� ������� ���� F (x) ≥ Fk(x)# ∀x∀k	� .�����#

F (x) ≥ Fk(x)

�� ��� ���$ ��

1−
∏

j

(
1− Fj(x)

)
≥ Fk(x),

��� �� 
������� ����" �������	��� �	� � �������� ���>��� �>� �	�	������ 
������	����� ��
�������
 �� �� $��	(
���� �	
����	�� �
������� &C������ 6 $��
��"� -890'5
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*���� �� ���������� ��

1− Fk(x) ≥
∏

j

(
1− Fj(x)

)
,

��� ���������$ ��

1− Fk(x) ≥
(
1− Fk(x)

)∏
j �=k

(
1− Fj(x)

)
, ∀x∀k. L:	 M

����� Fj(x) ≥ 0# ∀x∀j# �� �����*� ���� 1− Fj(x) ≤ 1# ∀x∀j# ��� ��������� ����∏
j �=k

(
1− Fj(x)

)
≤ 1, ∀x∀k.

���� ������ .��������$ :	 ��� �����������$ ��� �������� ����������

F (x) ≥ Fk(x), ∀x∀k.

.� ������ �� ������� ���� ��� ����� ���� ����� �������$ ���� ���$ ��� ��� �����#
��$ xm# �� ��� ����� ������ ��������� x1, . . . , xn	 .�����# F (x) ≡ Fm(x)# �� ���
���$ �� Fm(x) �� ���� ����∏

j �=m

(
1− Fj(x)

)
= 1, ∀x : 1− Fm(x) �= 0.

.� ����� *����# ��� F (x) ≡ Fm(x) �� ���� ��� � ����� Fm# ����� ���� �+��� �� x′

���� ����

Prob {xm ≤ x′} = 1 ��� Prob {xj ≤ x′} = 0, ∀j �= m;

���� ��# ����� ���� �� �� ������� ���*��� ��� ��	
� �� ��� ����� �������� ���
��� ��	
� �� ��$ ����� ���	 ��� (����� :	" ��� � ��������� ������������	 ���� �� �
������ ������ ���� �� *���� ��� ������������$ �� ��� ��������� ���� ��� ���$ ��$
���� �� ��� ��������� �� ��� ����� �� ����� � ��������� ����� �� ��$ �����'�����
x1, . . . , xn �� ��� ��������� ����� ����$��� ����� �������	������� ��� �������� ����
�� ��$ �������� �����'������ �� �������	������� ��� �����	

.� ��� ����� �����# F (x) �≡ Fk(x)# ∀k# ��������� k = m# ���	∫
x dF (x) <

∫
x dFk(x), ∀k. L:	"M

.�����# �� F (x) ≥ Fk(x)# ∀x# ����� �+����# ��� ���� k# � ����������� ��������
δk(x)�

0 ≤ δk(x) = F (x)− Fk(x) ≤ 1.

��� ��� �������� ��� ��������� ��� �� �� ��;�� �� �� �������=!�����#�� �����5 !��� ��� � ������
C�

�� &-808' �� ,	�� &344B'5



8; 1������ :	 ���� �������������� �� ��� �+���������� ����������$

�

x

Fm

x′

(����� :	"� # ��
�����	�� ������� 	� � ��� 	� n ��
�	� ���������E ��� ��
�� 	� 	
� 	�
����� 
����7 xm� �	�� 
	� 	������ ���� ��� ��
�� 	� �
7 	���� 	
� �
� �� ��� �����
�	� �
7 �	������ �����,���	
 x1, . . . , xn 	� ����� ���������� xm �� ����7� ������� ���
 �
7
xj ���� j �= m� %�����7� �
 ��� � �����
� ��� ��	���� 	� �������
� ��� ����� 	� ��� ����

��
�	� ��������� �		��� ��� ��	���������7 �
� ���	��� ��������

����� F ��� Fk# ∀k# ��� ���������� ����������$ �������������# ���$ ��� ���� ����

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→−∞

Fk(x) = 0, ∀k;

lim
x→+∞

F (x) = 1, lim
x→+∞

Fk(x) = 1, ∀k.

.� �����*� ����
lim

x→±∞
δk(x) = 0, ∀k.

�������$# ����� ��� ���������� ���������� ���� ��� ��� ������ ��������� �����
����$��� ��� �+��������� �+����# ��� ��������� δk(x) �������� �� � ������ ���� ���
�� ��� �� ���*� ����

lim
x→±∞

xδk(x) = 0, ∀k. L:	:M

.�����# �� ��� �+��������� �+���� ��� x̄ ��� ��� xk# ∀k# ���� ��# �� ��� ���������∫
x dF (x) ���

∫
x dFk(x) �������� ∀k# ���� �� ������� ���� limx→−∞ xF (x) = 0#

limx→+∞ x
(
1− F (x)

)
= 0# limx→−∞ xFk(x) = 0# ��� limx→+∞ x

(
1− Fk(x)

)
= 0#

∀k	�
 ��� ����� ����� �� >������� :	: �����*� ����������$	

-�*# .��������$ :	" ��� �� *������ ��∫
x dF (x)−

∫
x dFk(x) < 0.

.���������� �$ ����� ���� �����# *� ������(
xF (x)

∣∣∣+∞

−∞
−
∫

F (x) dx

)
−
(

xFk(x)
∣∣∣+∞

−∞
−
∫

Fk(x) dx

)
< 0,

�	!�� ��������� &344/�' �� ��" ���	�� �� �
�����
 ����	�	� ��� ��� � ������ C�

�� &-808'
�� ,	�� &344B'5
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��� ���������#

x
(
F (x)− Fk(x)

)∣∣∣+∞

−∞
−
∫ (

F (x)− Fk(x)
)
dx < 0,

*���� �� ����� �� δk ��

xδk(x)
∣∣∣+∞

−∞
−
∫

δk(x) dx < 0.

��� &��� ���� �� ��� ����%���� ���� �� ���� ��������� �� >������� :	:# *����
��� �������� �� ��� ������ ���� �� ��� ����%���� ���� �� �������� ����� δk(x) ��
�����������	 ���� ������ ��� �������� ���������	

.��������$ :	" ��� �� ���� ��

E[min
k

xk] < min
k

E[xk], L:	7M

*������� *� ��� ��� �� ��� ������� ���� ��������� �� (����� :	"# �����*��� ���
�������$ �����	 ��� ���� �� ��� ����%���� ���� �� .��������$ :	7 �� �����$ ���
���� �� ��� ����%���� ���� �� .��������$ :	"�

E[min
k

xk] =

∫
x dF (x);

*���� ��� ��� �� ��� �����%���� ���� �� ��� ������� �� ��� ����� ���� ������ ��
��� �����%���� ���� �� .��������$ :	" ��� ��� ��3����� ������ �� k�

min
k

E[xk] = min
k

∫
x dFk(x).

����� .��������$ :	" ����� ��� ��� k# �� ���� ���� ���� ��� ��� ��� ���� ������'��
��� �+��������� ��� .��������$ :	7 �����*�	

.� ����������# .��������$ :	" ����� ��� Fjm # *���� jm �� ��� ����+ �� ��� ��������
xjm ���� �� � ����� �����'����� xj # *��� j = 1, . . . , n# �� ��� ���������� ���������
xj# ������� ����� ��� �����R ���� ��# x̄ = xjm = minj xj ��� jm = arg minj xj 	
4����� *� ��� �� ��� ������� ���� ��������� �� (����� :	"# �� �����*� ���� xjm �� �
������������ ������ �������� �� ��� �+������ ����� �� xjm	 .�����# � ������ # ����
��# ������ )��*��� ���� xjm = minj xj # *� ������ ������ ���� xjm �� �+�������
���� ��� ������������ Fjm(x) ��� �� ��������� �� �������� �������� �� E[xjm]	 ,�
��� ����� ����# � ���������� # ���� ��# ���� *� ��� ���� ���� xjm = minj xj # *�
������ �������� xjm �� �+������� ���� ��� ������������ F (x) ���# ���������# �� ��
�������� �������� �� E[x̄]	 -�*# .��������$ :	"# �� �����������$ �� .��������$ :	7#
������ ���� E[x̄] < E[xk]# ∀k# ������ *� ��� �� ��� ������� ���� ��������� ��
(����� :	"	 H� ������ �+���� ��������� ���� ��� �����&� �����'����� xjm �� ���
���������� �������� xjm# ��� *���� xjm = minj xj # �� ���� ���� E[xjm]	
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������������� ��� � ���������$ ����� ��� �����������$ ��������� �������� ��� ���)%
���� ������������� ������'����� ��������	 .� ��� ���� ������# �������������� ����
���� ��� ����� �� � �����&���� ������ �� �������� �������� ��� ���� ���� �������%
����$ �����$�� �� �� ���������� ������ �� ��������� ������������	� .� ����������#
���� ��� ���� ��������� ���$ �� �������������� ��� ������� ������+ ������'�%
���� �������� �� ������� �������	� .�����# ��� ���������� �����������$ �� ��*%����
��������� ��*�� ������ ���������� ��������� �� ��$ ��'� ���� ���$ ������� ��
����� ����������X��������� ������# ��������# �������������# ��������$# ��������%
����# ����������# ���+X*���� ������$ ���&� ���� ������ ������'�����	 .� ����
�����+�# �������������� ��� � �����������$ ��������� �������� ����� ����� �������%
���� ����� ��� �$������$ ���� ��*�� ���� ����� �� ����������� ����������# ����
��# ��� �+�����# �� ��� ����������	

.�����# ��� ���� ������� �������� �� �������������� ���� ��������$ �� ��� ����
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�
�����
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���� �� ���� �
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���������� �������	����� �� �� �����	������� ���
� >��� �	�����
 �� L���� 6 ,���" &-882'�
W��� �	 ��� &-888'� ������� 6 E����� &344-'� �����
� 6 ���� 
� !�	�� &344B'� ��
 �����;�
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���� ���$ ��� ���������$ ���$ �� ��������� ��� ����# ���������# � ����)%���%����$
������� �� � ������������� ��� � ����� ����� �� �������� �� �� ������ ��� ��
�������� �$ � ������������ �� ��* ��$�	 ���� ����)%���%����$ ��������������� ���
�$������$ ������� �� ���� �����������R ������������# *��� �����%��%���%��� �������
��� �� ���)�# ������� ������ ������� ��� �� �������� ������ ��� ������	 ��������
��� ���������$ �� ������ �� ��)��*������ �� ��� ����������X��� ��� �+����� 2���
�� �+ L8;;"MX��� ������� �� ������ �������������� ��� �������� �� ��� ������
��������� ��� �� *��� ����������� ����������$ ��� ���� ��&��� ��� ���)���� ��
�3�������$ ��� �6������$	 .�����# ������ �� ����� ��������� ������$ �$ ���� ���
���� ������� � ������ �� ���*���)� ���� ��# ��� �+�����# ������ ��������������$ ��
��� �������# ��* ����������$# ��� ���� ����� 	 	 	 *������ ���������� ���� �� ��������
� ����� ������ �� �+������$ ������ �������� *��)	

.� �� ��� ������ ���� ��� ������ *�$ ��� ������ ������� ��� �������� ������
��������� �� �� �� �������� �� ��� ���� ���� ��� �������� ������ �� ��� ������
������� ��� ���� �� ��� �������������	 .� ��� �������# ��� ��* �������&� *��)�
���� ���� ���� ������� �� ��� ����������� �� ������ ���������� ���� �� ����� ���
���� ����������'��� �������� �� ��� ������ �������	

.� ��� ������# *� ���� � ������� ��&������ �� ��� �����*��) �� *���� ��� ������
������� ��������

� ������ �� ��������� ��������� �� ���� L���M����� �� ��������� �� �
������������� ������'����� ������� �� ����������	 ��� ������ �� �� ��
��������� �� �� ��&���� �������� �� ��������� ��������� �� ����# ���
����� ��� �����# *���� ��� �� �� ������	 
�������# � �������������X
�� ���� ��������$ � &���� ��� �� ���&��������� �������X�� ����� *����
��� �� ���� ��� ���)���� ���� ���������	

H� ������ ���� � ������������� ��������� � �������� �������� �� �
��������	� ����� ��� � ���������	 ������ .� ��� ����������� �����#
���� ������� ������ �� ���� �� ��������� ��� ��������� ��� �� ��� ���%
&��������� �� ��� ������������� �� ����	 ����# ���� ��� �����������
����� �� ������������# ��� �������������# �� ��� �������� ���&��������#
������ ��� *��)���� ��� ���������$ ������ ���� ���������� *���� ��
��� �� ����� ��� ��������� ���� *��� ������ �� ��� ������	 �����
��� �����������# *� ����� ���� �������� �� � ������ �� ���������
������� ���� ��� ������ ���# ������$# ��� ����� ���� *��� ������ ��
��� ������ �� � ������ ���� ���# �� ����������# ��� ����� ���� ���
������������� *��� ���� �� ���� ���� �� ����������	

� ������� ����$��� �� ���� �����*��) ��� �� �� ��� ���*��� ��� ���� ���� ���
������ ������� ����� �� ���&����$ ���)�� �� ���� � ������� �������� ����� ��
���*	 .�����# �$ ��)��� ����������� ���� � ������ �� ������� �������� ��������
��� �������# �� ��� ������ L�M *� ���� � ������ ��&������ �� ��� ������ �������#
L��M *� ������� ��� ������ ��������� ��� �3�������$ ���)���� ��# L���M *� ����� ��
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�+���������� ����������$ ��� ��������� �� �� �������� *�$ ��� ����������� ��
� ������ ���������# L��M *� ��)� ��������� �� � ��%�������� ������ ��� ������%
�����$ �������� ��� ����������� ���� ������ ��� ��������� ���� �� ����������#
��� &����$ L�M *� ��������� ��� ������� �� �������	�	
 ��� ������� ���� �������
���� ��� ���������� *��� ��� �������� �� ������ ��������������	

-�����������# �� ��� �������� �������# ��� ������ ���� ��������� ������������
�� ��� *���� ������# ��� ��� �� *���� ��� ��� �������������� ������ ����# �� ���
������������� ���� ��� ������ *�$ �� �������'��� ��� ������� �� ����� �� ���������
L�� �������� �������M# ��� ��������� �� ����������'��� � ������ �� ��������� ����
��&��� � �����&� ������ �������# �� ������� ��� ��&������ �� � ����������$ ���%
���� PI ��&��� ���� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ������� �� ����	

�������� *� ���� ��������� ��� ���� �� ���� � ����������$ ������� �� � ��%
����$ ����������� *�$# *� ���� ����� �� �����'�� ���� ��� ���� ������� ��� ����
���������$ ������� �$ H������ [ 
������$ L8;;:# 8;;7M# �������� �� � ����� ���%
������ �����+� ��� *��� ��3����� �����	 ���������$# ���� ���� ��� ��� ���� ����
�����*��� �� ��� $���� ���# ��*���$�# �� �� ��� �����$ �������� �$ �����������
�� ��� &���	 ��������� �� ��� �+��������# �������� �� �������� ����������� *���
����������� ������ �� ��� ������������� ������# ��� ���� �� ����������� � �����%
�����$ ������� ��&��� ���� ��� ����� �� ��� ��������� �� �������� �� ���������#
�����������# �� ������* �����	

��� �$����� ��C������ ������ ������� ���� ���� �� ���� ���� ����������$ �������
�� ���# �� ���� ����������$ �������� ����������# ���������	 ���� ��������� �� ���%
����� �� ���$ ��������	 H� ������� ���� �*� ������	 ��� &��� ��� �� �����$ ��
��������������� �����&������� ��� ����������$ ������� *� ������� �� C��� � �����%
�������� ���� �� ��� ��������� ������$��� ��� ������ �� ��������� �� ����	 ��
��� ������# �� �� �� �� �������� �� � ������� ����������	 �� � ���������� ���
��� �� ���� �����$ ���� 	��������� �3���� �� -�����	 .� ���� �����# � ����� ��
����� ��������� 	 	 	 ������ ��&���� ������ ����� �� �������� �� *���� ��� �����
��# *��� � ����� �� ������# ��* �� ������ ��� ���� ������ � �����&� �������	�

,� ��� ����� ����# ��� ������ ����� *� *��� �� ������� ���� �� ���� ���������
��� �� �������$ ������� �� ��� ��������� ��� ���� �� ����# �� ��� �����+� �� ����
������# �� ��� ������ �� ����������$ ������� ��&��� ���� ��� ����� �� ��� ���������	
��� )��*����� �� ���� ����������$ ������� PI ����� ��� �� ���� �+������ �������
�� ��$ ����� �� ��� ����������� �����������# ��� �� ��$ ������ �� ��� �+�������
�� ��� ������ ���������� *� ������� �� ��� ������� �� *� ���� ���*� �� 1������  #
*� �����$ ���� �� ���� ������ �� � ������ �� ��������� ���� ��� ��������������
������# *���� *� ���� �� �� ����$ �� ������ �� ������ ������������$ �������
��������� �� PI 	 ����� ��������� ��� ��6����� ��� ���������� �������$ ��� �+������
����������� �� ��� ��3����� ��������� ���&��������� �� ��� ������������� �� ��
�����# ��� ���������$ ��� ��������� ��� ���� ���	 .� �� *���� ������� ���������

�C� �����
�� ������	����" ���	�������� �� ��������� �� �� ���	� ��� �� ������	��
 ��
*5 +5 �5 �� ? &�� �
���� ��� ��
��� �
�� ��� ������� E�� ����� �� ��
� ����� �� �� &-892'5
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���� ��� ���������� �� ��� �+������ ����������� �� ��� ���������� ��� �� ����
������� �� ��� ����� �� ��� ����� ���������# ��� ���� ��� ������� ��� ������������
���� �� ��������� �� �+������ ���������� �� PI 	

-�����������# �������� ������� PI ��� ��$ �+������ ����� �� �� �� ���� �� ������
�� �� ��$ �� ��� ����� ������ ���������� *� ������� �� ��� ������# ���� ����������$
������� ���$� � ����������� ����	 .� �� ������ �� ��� ����� �� PI ���� *� ��� ����
�� ���� � ������� �� ��� ���$ ������ �� �3������ L�� �������M ����������� �� ���
������������� �� ���� ��# ���� ��������$# �� ��� �� ��� ���&���������� H������
��������� �� � ����������$ �������# ��� ������� �� �+��������� ������ �� ��&���	
����� ������ ������� �� ��������� ��� ���� ���&�������� ��������� �� � ��������� ��
�����������# ��� ����� ��� �3������ ����������� �� ��� ��������� �� ��� �������
�� ���� �� � ����������# ����������# ��� �����������$ ������� ���������# ��� )�$
���������� �� ��� ���� ���$�� �$ PI �� ��� ������ ������� ������$	


�������# �� �� �� ��� ����� �� ��� ������� PI ���� *� ��� ���� �� ���������
������� �$�������� ���� �� �� ��������� ����������# �����$# ��� ��
������ ��
-�����	 .� ����������# �� ��� �����+� �� ������ ��������������# *� ���� �� ���%
������ ��� �$�������� ���� ��� �������������� ������ �� ��������� ��������� ��
���� ���� �� ��� ���������������� �$������$# *� ������ �+���� ���� ��� ������ *���
)��� ��������� ��� ���� ��������� ���� ��� ����	 .� ���� ����# ��� *���� �������
*���� �� ������� ��� ���� ��������� ��������� ����� �� ������ ���� ��� ���� ���
���� �������� �� ���� �������� ����� �� ������# ��� ��%���� �� ���� ����������
�� ��� �������� ������	 -�����������# �������� ���� �� �+����� ���� �� �������%
��$ ������ ��� �� �+������# *� ���� �� ��������� ���� �������	
 �� ��� ������
������� ��������� �� ����	 ���� ����	� �� ��
������ �� *��� *���� C�����$
��� *���� ������ �������� .�����# �� �� *��� *���� ������� �� �� ������ ���� �
���&�������� ���� �������� � ���� ����������� �� ���� ������ ��������� *���
���������$ ������ � ���� ����������� ���� �� ��� ��������� �� *��� ��������� ����
�� ����������	 .� ��� �����*��) *� ���� ��������� �� ��� ������# ���� ����	� ��
��
������ �� ��������$ ���������� �� ���� �� ��� ������� PI � H� ��������� ������
� ������������� ����%���������� �� ��� ������ �� ��������� �$ ��������� ���� PI ��%
���� �������� �� ����	� .� ����� *����# *� ��������� ���� ��� ��������� ���� ���
������ ��� ����� ���� *��� �� ����������� ���� �� ����������# �������� ��3�����#
����� ��� �������$ �� ����� �+������� ��������� �� ��� ���� ����������$ �������
PI 	 �� �������'�# ������ ������� � 
�	���������	 ��� ���� ��������'����� �����
�� ��� ���������� ���� ��� ������� PI ������� ��������� �� ����	 H������ ��
�+������ �������������� �� PI �� ��������� �� ��� ���� ��� ���$ ��$ ����	

,��� ��� ������ �� ����������� �� � ����������$ ������� PI ��&��� ���� ��� �����
�� ��� ���������# ������ �� ������� �� ��� ������� �� ���������� ��� �+������
����������� ��� � ������ �� ��������� ���&���������X*���� ��� �+��������� ��
��)�� *��� ������� �� PIX��� ���� ��������� ��� ��� ���������� ��� ���� �+������

��� ����������" ��
 �� ������	���" �� �����
����� ���� ������ ��
��� �� 
���	���
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�����������	 ��� ���������� �� ����� �+���������� ��� �� ��������� �� � 
����
1���� �������# �� ��� ����� �� � ������ �� ��������� ���� ��� �������� �����
������������$ �+������� ��������� �� PI 	

2����� ��� ������� ����������� �������� �� ��� ��%��&��� ������ �������# ���
������ �������� � ����� �� ����	
 ����������# *���� ������� �� ���������� ��� �+%
������ ����������� �� ��� ��������� ���&��������� �� �� ����������� *�$# ��� ��
���������� ��� *���� ���� �� ���� �� ��6����� �������� �� �������� ������� ����	
���� ����*� � ������ ���������� �� ��������� ��*��� B����� ���� *������ ���� ��
��� ���������� �� ��*%����������� ���&���������# ��� ��������� ������� �� ���
���������� �� ��� ���� ����	 �� � ������# ���� ���� �� �������� ���������� ���
���&��������� ���� ��� ������ $������� ��� ���� �������# ��� ���������$ � ����
�������� ��� ������� ��������� �� ��������� ����� ����	

 ���	
 ���������� ��� ���� ���������$ �������� *����� ��� ������� ��������
��������$ ��� ������� ����� ��������� ���)�	 2����� ����� ��� ��� &��� ���� ����
����� �� ���������� ��� ������ ��������������# *� ������� �� ��� ������ �������
��������� ����� �������# �����$# ��� �������� �� ��� 0������	 ������� �	���
��� �� �����	�� �� ��	�� �� � ����������� ���� ��� �������� *������ ���&���������
������ �� ��������� �� )��� �� ��� ���� �� ��� ����� �� ����� ����������� ��������
������������$� ��� (������� ����# *���� ������� �� �����������$ ����������� ��
��� ������ �� ����	
 ����������# ��� ����� ���� �����$�� ������ �� ���� �����+�	

.�����% � ���� ������!������

��� �����*��� �� � ������$ �� ��� ���� ������������� �������� �� ��� �������

��� ���������� ��� ������ ��&��� ��� �����*��) �� *���� ��� ������ �������
�������� � ������ �� ��������� �� ���������� ��� ��� ������ ���) �������� �� ��%
������� � ���&�������� �� ��� ������������� �� �� ����� ���� �� ������ �� �������
��� ���� �������� ����������� �� ��� ��������� �� ��� ������	 ���� �����*��)
������ �� � ����%�$��� ����� �� *���� � ������������� ��������� � ��������	�
�����# ������ *���� �� �� ����������� ��� �����# ��� ���� ������ �� � ���������	
�����	

������ �� � �������� ������� ��� ������ ������� ��� ���� ������ �� ������	
������ �� ������ � 
�	���������	 ������� *���� ����� �� � �$�������� �� ��
������
�� ��� �������������� ������ �� ���������	 ��� ����������� �� ��� �������������#
�� �� � ���&�������� �������# �� � ������ �� ��������� ������� ���� ��� ������
�	����� �� ��� ����������� �� ������ ��������� ���� *��� ������ �� ��� ������
������	

������ �������� �� ��� ������ ������� ��� ������ ����� � ������ ��&������
�� ��� ������ ������� �� *���� ��� )�$ ���� �� ���$�� �$ ��� ������ �� � ����������$
������� PI ��&��� ���� ��� ����� �� ��� ���������	 .� ����� �� PI # �� �� �������� ��
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�������$ ��&�� � ��������� ��� ��������� ��� ���� ���&�������� �� ��� �������������
�� �� �����# �����$ ��� �3������ �����������	

������ �������� �� ��� ���������� ������� ��� ������ �������� � ������
����$��� �� ��� 
���� 1���� ���������� �� ��� ����������� �� � ������������� ��
��� ����� �� � ������ �� ������������	 �3����� ���������� ��� ���������� �� ���
����$���# ��� ��� ��� ���� ��������$ $����� ��� ����� �������� �� ������� ���	 ����
����$��� ��� � ��C�� ������ �� ��� ��&������ �� ��� ������ ���������� ��������
�� ��� ������ ��� �� ��� ��&������ �� ��� �+���������� ����������$ ������� ���
����� ��������� ����������	

��������� �� ������ ����������� ��� ������ ���������� � ������ �� ������
����������	 2����� ��� ������� ����������� ��������# ��� ����� �� ����	
 ����������
��� ������ �� ����������	 ����� ����# ��� ������ �������� ������# � ����	

�������� ���� ������ ��� 0������	 ������� �	����� �� �����	�� �� ��	��R ����
���� ������� �����������$ ����������� �� ��� �����+� �� ��� ��&������ �� ����	

����������	

��� ���� ���)��� ��� � ��� ���� ����������� ��� �� ����������� �� ��� ������
������ ����� ��� /-4 /������ ������ 5������	 ��� ���� ���)��� �� ��������� ���
���� ��*����� ���� ��� �6���� ���� �� ��� ��������	���� � ������� �������	

 �����	�� ��������� ��� �+���������� ����������$ ������� �� ��� ������ ���
���� ���������$ �������� ��� �������� � ������ �� ����� ��������	 .� ����������#
�� �+�������$ ��������� ��� ��� �� ��������� ���� ��� ���� ��� ������ � �������������#
���� ����� ���� ��� ���� ��� ��������� ��� �������� ���&��������	 ���� ����������
�� �������� ���������� �� ��� ������	 � ������ �� ����������� ��������� ��� ��%
������ �� ��� ����$��� ��� ��� ���� �� � $�������) ��� ��������� ��� �����������
�� ��� ����	
 ���������� �������� �� ��� ������	 
�������# � ��%�������� ������%
����$ �� ������� ���� ����*� ��������� ������� ���� *���� ���� ���� �����$ ���
�� ����� �� ��� ����������� *��� �� �� �������$ ���������	

2��	��	�� �����	������� ��� ������ ����������� � ������ �� ���������� �������%
����� �� ������ ��� �� ������� ����������	 ����� ����# �� ��������� ��� ��� ��
� ����	
 ��������� ��� ��������� � �$���� ������������� ���� ������������ ���
����������� �� ��� �	���	����	� ��������	
 ����������	 ������'�� �� ���0 �$
��� �������������� ������� ��� ��������� �$ �����# ��� ������������� ������ ��
����������� �� ��� �������� �	� ������ �� ��������� ��������	
	 
�������# ���
������ �)������ � ����������$ ����$ ���� ��� ���� ������� ��� �$ .-�>55>F�.F#
����������� 4��������G� ��������# ��������# /�����$# �� ������������� *���
��� /�����%����� ����*��� ������$ ���	 ���� ����$ ��������� ��� �������� ���
�� ������ ��� ������������$ ������ � �������� ��������� �� � ���������� ��������
������� �������� �$ ��� ��� ������� ������� ��� ���������� ��������	

 "���������� �����#������ ��� ������ ��������� � ������ �� ������ �������%
��� ��� ��&������ �� �� ����������� �+���������� ����������$ �� �� ������� ��



��0

��� ��������� ����$��� �� ��������������	 .� ����������# ���� ������� ��� ���%
�$'�� ���� ��� ������� �� ��� �������� �� ������	 ��� ������ �� �������	�	
 ��
���������� ���� ��������� ��� ������$ *��� ���������� ������� �������� �������
�� ���������	
	


�������# ��� �����*��� ������������� ��� ��������� �� ��� ����+���

!������� �� ��� ������ ����	�
������ �� �������� ����$��� �� ��� ��	��
 ���
��������� �� ����� ���� ��� ������� �������� ����� �� ���*	 .� ����������# �
����������� �� ��� ��	��
 ����������� �� �������� �� ��� ����� �� �������������
��������# ������� �������# ��� �$����� �����������	 
�������# ��� �����%�����
������ �����*��) �� ���������� *���� ������������ � ������ �� �������������
������'����� ������� ��������� ��� ��	��
 �����������	

��
� ������� ��� ��	�� ����������� �� �������� 	��
 	������� ��������� �� ��%
������� ��� ���� �������� �� �������� ���� �� ��� �� �� �3������ ����������� ��
�����%��%���%��� ���������� �������� ������� ��� ���)���� ��� ���������� �������	

��� ���� ���)��� ��� � ��� ���� ����������� ��� �� ����������� �� ��� ������
������ ����� ��� /-4 /������ ������ 5������	 ��� ���� ���)��� �� ��������� ���
���� ��*����� ���� ��� �6���� ���� �� ��� ��������	���� � ������� �������	

1����� ������������

��� �������� ��������� �� ��� ������ �� ��������$ ����� ������� ��������� ����� �
������ �� �����������

��� ���� ��	����� ����� ��� &��� ���� �������# ���) �� ����# ��� ���� ���)���
��� � ��� ������$ ��� � ������ �� ������������	 �� ��� ������ �� *������#
,������ ��� # ��� ���� ���)��� �� �����$ ������ ��� �� �� ����� : ����� ���� �� ���
���� ��������� ��� ������� ��*����� ���� ��� �6���� ���� �� ��� ��������	����
� ������� ������� ��� ���� ��� �������	 ����� ��� ���)��� ������ ����� ���� ��
����������� ����������# *� �+���� ��* ����� �� ����� �� �� ����� �����&� �����
��� �� ���������� ����� ����&������� ��� ������������	 �� �� �+�����# ���
������� ������� �	8% ; �� ���� ������ ��� ����� ������ �����	� L�@
M ��������
��� �������� �����������R ������������ L��� M ��� ����&�� ���� ��� ��� �����
������� ��� ��� �����
� �����	
 �	������� L
�.M	 ����� ����&������� *��� ��
�������� �� ������ �������� �� ��� ���)���	

2����� ���� �������
��� ��������� �� ��� ���)���# *� ���� �� �+���� ��� ����%
��������$ �� ���� *��� ��� &��� ��� �� ������������ � ������� ���� ��� ������
��������������	 ���� ���� *��� ���� ��� ���� �� � ���������� �� � ���)����X�
��	�� �� ��� ����������$X������������ ��3����� ���������� ��� ���������� ��%
����'����� ���� ����� ����� ������ ��� ������ ���������� �� �������������� �� ���
����� ��&��� �� ���� ������	 .� ����������# *� ��� ����������� ������� ��� ���%
����� ���������� ���������� �������$# ���� ��# *������ ����� ��������'�����# �����$



�� 1������ 7	 1����������

��� �����	�� ������� ��������
�# ��� ���� ���� �� �$���� �������� ����� ��
��� ������ �� ���C������� *��� ������	 ����������$ �������� �� ���� ��������� ��
��������$ ������� L5�����# ��� R 2�������# ���"R ����# ���"M	

��������	�� ���� �� ������� (������ ����������� *��) �� ������ *��� �� ��%
����� �� ��� ������� �� ��&���� ������ �� ��� ����������$ �� ���������� ��� ����
��������� ���&�������� �� ���� ����� �� ��� ����	 .� �� �� ��� ������ �� ��� ��%
������� �� ������� ���� � ����� ��� ���� ����� �� ��� ����� ��� �������� �� �
����������� ���� �� �$��������# �����$ ��� (������� ����# ������� ������ � �����
�� α = 0.05 �� ��� ����������$ �� ���������� ��� ���$ ���� ��������� �� ���� ���
�
�� ��� ����	 >+�������� � 
��� ����� �� ��� ���� ����� � ������� ����� ����� �����
��������� �� ���������� ������ �� ��� ���� ��� ��� �����������# ����� L�� �����
��������$M ����� �� ��� ���� ������ �� ��������	 (������ �������� �� ������ ��
���� ���������	

9�����	� ��#�	����� ��� 
���� 1���� ���������� ������� �$ ������ ��� �$
��� ����� ������ ���������� ��������� �� ��� ������ ����� �� ���� ���� �6�����
�$ �������� ���� �������� ��������� ������	 � ����������$ ���������� �� ���
����� �� ������$ ����� �� �������� 0	0	8 ���  	8	8	 B������� �� ��� ��� �� �������
��� �����	
 LB���������# 8;98M �� ��� �����+� �� ������ ���������� �� ��������$
�������	

�����	����� ���� ����� ���#�� (����� �������� *��� �+����� ����������� *���
����� �������� &����	 .� ����������# *� �������$ ������ �*��� �� �������� ���%
�������� *��� � ������ �� ������� *��) �� ��� ���������� &���X��� ��� �+�����
/������� [ -����� L���8M# -����� �� �+ L���8M# ��� ���������)�� [ -�����
L���8M	

 �����	�� �������� �� ������� ���� ����)� �� ��� �������������� ������� #
���� �������� ��� ������� �����*��) �� *���� ���� �������� *�� ������� ���# �
������ �� ����������� *��)��� �� �������������� ������ �*��� �� ��� ��������
��������� �� ���� ������ ��� �� ��� ����������$ �3���� �$ ������	 ��� ������ ��%
C�$��# �� � �����������# ���� ��������� ��� *�� ������� �� � �����$ ����� ������
�� ������������	 ���� ����*�� ��������� �� ������� �� ��� ���������� ���� *� �����
��� ���� �������$ ������� �� *� *��� ��� *��)��� *����� � ����� ��� ������ ��%
������ ����� ���� �� ��� �������������� ������� 	

-�* ���� ��� ���������� �� ��� �������������� ������� ��� �������$ �����%
�������# *� )��� D�������	
E ��� ������ ��������� ��� ��� ���� ���)��� �$ ���%
���������� *��� � ������ �� ������������ .� ����������# *� ������� ���������� ��
��� ����������� �� ������ �� ��3����� ������ ���)� *��� ��� &��� ���� �� ���������
&���%���� �+�������� �� ��� ��������� ������ ���� ��� �������$ ����������� *���
���)���� � ������ �������	



��"


�������# ��� ������ ���� ��� ��������� �� ��� ����+�� ��� ��������$ ��� ����� ��
������� ���������

!������� �� ��� ������ ����	�
������ (������ �������� �� ��������$ ����� ���%
���� ��� �� ��� �������� ������ �$ ��� ��������� ��� �� ����� �������� ���������
��������� �� ��� ������ �� ���������� L���������# ���"M	 
�������# *� ��� ���%
�����$ ���������� ��� ����������$ �� �������� �� �������� �)�� �� ��� �����%�����
������ ��� ������ �������������� �� ��� ����� ��&��� �� ��� ������	

��
� ������� ��� ��	�� ����������� ��� �������� �� 	��
 	������� �� �������%
����$ ������ �� ��� ������# ��� �� �� ������� �� ��3����� ���������� ���������
�$���� ������&������ ��� �������# ������� ����������# ��� ���� ������ ��� ���
����$��� �� ������� ��������# �������$ �� ����������� ��������� �����������	

"��������& ���������

��� *��) ��������� �� ���� ������ �� �������� ��� ��� ����������� �� ��� *����
�������������� &���# ���� ��� *��� �������� �������� ������� ��� ��� ���������
������������	 /���� ��� ���$ ������ �� ��������������# ������ �� �� �� ����������
�� �� �������� ���� �� ����� ������������ .�����# � ������������� �� ���� ���������
�� � �������� ��� �����������$ �������� ������'����� ���������� ��� ���)���� ����
����� ����� �� ��������	 �$������$# ���� � ����)%���%����$ ������� �� ���� ����%
������ ��� ������ � ���� ����������� ��� *��� �����%��%���%��� ������� ��� ������#
� ������� ������ ������� �� ���������	

.� ���� ������# �� ���������$ ����������������$ �������� ������ �� �� �+������$
��������� ��� ������� �� ������ �������������� ��� ���� ���&����$ �������'�� ���
����$'�� �� ��� ����� �� ������� �������� ��������# ��� �� ��� ���� �3�������$
���)��� ����� ���������� ������� ���� ������� �������� �������	
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.� ��� ���� ������# � ������ �� ���������� �������� �$ ��� �������� �������� ��
��� �������� ���� ���� ���������� ��� ��� �����+����� �������� �� �������������
������'����� ��������X��� ����� [ � 1��� L8;;;M# ����� �� �+ L8;;;M# ���
����� [ ��I�'�� L��� M ��� �+������� �����*�	 ��� �����*��) �� ��� ��	��

����������� L����� [ � 1���# 8;;;R ����� �� �+# 8;;;M �������$ ���� � &���
����$��� ����������� �� L���� ��M ����� ����������	

�	� ���	� �����������	 ��� ���� �����������$ ������� �� � ������ �� ��3��%
��� ��������	� -�����������# � �������� ����������� ����$��� �� ��� ���������� ��
���� ����� �� ��� ��������� $��	 ,��$ �������$ ���� *��)� ���� ���� ������� ��
��� �����$ �� ��� ��	��
 �����������	 ���$ ���� ����� ����� �*� ���� ������
,� ��� ��� ����# ��� ����� �� ��� ����������� �� ��� ��������� ��� ���� �+%
������ L/��C���# ����# ����R ��I�'�� [ �����# ����M	 ,� ��� ����� ����# ���
��������� �+������ ���*��� ��� ��	��
 ����������� ��� ����� ���������� ���� ����
����������� L2�������� �� �+# ����R 
������ [ �����# ����R <������ �� �+# ��� M	
(�� �� ������� ������������ �� ��� ��� ��	��
 ����������� �����$# *� ����� ���
������ �� ����� [ ��I�'�� L��� M	 =���# *� ����� �� ��� ������� ���� ���������
��� ������������ ���*��� ��� ��	��
 ����������� ��� ����� ����������� 2��������
�� �+ L����# ����M ��� 2�������� L���8M ���� � ����������� �� ��� ��	��
 �����
������� �� ��� �������� �� �$����� ����������� L2������# 8;"7M ��� �������

�!�� ������ 6 �� (��� &-888'� ������ �	 ��� &-888'� ������ �	 ��� &3444'� ��
 ������ 6 !�T�=
:�� &344/' ��� ����� ��
 
����������� �� ��������������� �� ��	 �
�
� 
�	�����	�
� ��� � ������"
�� ������������� ������:����� �������� ��;�� ����� ������ ��������� ��������� G	�
����� ��=
��������� ��
 ���� ��������5 !�� ���� �� ������
���� �� �� ������������� ������ �� �����������
�%�!� ��
 ��=���	���" �� ��	����� &������� -880K ������ �	 ���� 3444� 3443� 344/'� >�� ���
�������" 
�
�����
 �� �� �
���������� �� ��� ����� ������������ ��
 ������
 ���������5 �
=

��������"� �������>� �� ��������� �������
 �" �� ������� �� ���� ���� �	� ��� �������" �������
�� �� ��	 �
�
� 
�	�����	�
� ������ ��� �������
 �� �������	 �	 ��� &-888'� �������	 �	 ���

&3444'� ��
 ������ �	 ��� &3444'5

��;



�8� ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

������� L2�����)��# 8;;"�M	 ���� ����� �� ���* ��� ���� ������� �+������ �� �
1��� L��� M	 
������ [ ����� L����M �������� � ����������� �� ��� ��	��
 ���
��������� �� ����� �� ���������� �������� ������� ��� ��������� �������������
�������� L������ [ 2����# 8;;9M	 (�����$# <������# 2��������# 
������ [ �����
L��� M �������� ��� ������� �����*��) �� ���������� ������ ��� �������������
������'����� ���� ������������ � ������ �� ���������� ��������� ��� ��	��

�����������	

��� ��������� �� ��� ������� �� ���������� �� �����*�� ������� �	8 �������� ���
*��) �� 2�������� �� �+ L����M �� ��� �������� ���*��� ��� ��	��
 ����������� ���
������� �������# *���� ������� �	� �������� ��� �����%����� ������ �����*��)
�������� �$ <������ �� �+ L��� M	 ��� ������# �������� ���� � ������� �� ���
���������� �������� ������ ��� ��������� ������ ���� �������� �� ��� *��) ��

������ [ ����� L����M	

��� (�	��� ������
�� � ��� �	��	���
��†

5�����$ ����)���# ��� ��	��
 ����������� �������� ��� �����*��� ��������	 � �����
�� ��&��� �� � *�$ ���� ���� �������� �� ��� ������������� ������� �����������
�� �� ����� ��� ���� �� ��� ����� ������	 ��� *������ ���������� �� ��� �����
��� ���� ���� ��� ���� �� � ���� ������ ��� ���� �� ��� ���������� ��������	 .�
���� �����# ��� ���� �� ��� ��	��
 ����������� �� �� &�� � ���� �� ������� ����	
�� ���� ���# � ������ �� ����� ��� ������������$ ��������� �� � 
���� 1����
�������# ��� ��� �������� ����� ��� ���� �� ���� ��� ���������� �� ������� �����	
���� ������� �� �������� *��� ��� ��� �� ��������� ����������� �� ��� ����� ���
�� ���������$ ��������� � ���� �� ������� ����	 .� ��� ��	��
 �����������#
��� ����� ��������� ��������� �� �������'�� �� ����� �� � �������� �� *���� ���
���������� �� � ���� �� ����������� �� ��� *��) �� �� �	� ����# �� ���� ����#
�������������$ ������� ��� �����*��� ��� �� ��� ����� �� ����� ����������� ������
�������	� ���� L2��)��� �� �+# 8;;�M	 .� ����# ��� �������	� ���� �� ����&��
�$ ��� �	�� �� ����� �� ���� ��� ���������� �� ������ ����� ��*��� ������ ���������	

��� ���$ ����������$ �� ��������� ������ ��������� �$ �+�������� �����$ �����
��������� ��������� �� ��� �� ��� ����� ���������� �� ��� ��	��
 �����������	 �
������� �������� ���������� �������� *��� ���� �����$ ������ ������� ��	 .�
����� �� ��� )�$ ���� ���$�� �� ��� ��������������� �� ��� ��	��
 �����������#
���� ���������� *�� ����� ���������$ ��������� ������� ��� ������ ��&������ ��
��� ��	��
 ����������� L����� [ � 1���# 8;;;M ���������# ��� ���� ������'�%
���� �������# � ������ *�$ �� ��&���� ��� �����$	 �� ������$ ���� �����# ��� ��
�������� �� ������'����� ������� *���� ��������� ��� �+������� �$ ��� ��	��

����������� �� � �������� �� ����������	 ��� ��	��
 ����������� ��������� ��%

†��� ������� �� ����
 �� ��������� �	 ��� &3443' >�� ��� �� �	��� �� ����
��
 ������� ��
��������� �	 ��� &3444'5 �� ���	�� 
���	���
 ��� ��� ���� �	���� ���������
 �� ���������
&344-' ��
 �� �� (��� &344/'5
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������� �� ��� ���� �� ����� �� ��� ����� �� ���� ����������	 
����$ �� )���
�� ��� ��� �������� ����������� ���*��� ����������	 � ������ �� �����������$ ��
���������� �� ���� ���������� ��������� �� ��� ������$ �� ��� ��������� �� *����
�� �������� �� ���	 H���� � ��* �������� �� ����� ������������$ ���������# � ���%
������ y �� �������� *��� � ����������$ ���� �� ������������ �� ��� �����������$
�� ��� ���������� ���*��� ��� ���� ��������� �������� ��� y ������	 >��� �� ��
����� ������� ���� �����$ ������ �� ���������� *��� ����� �� �������� �����%
�����# �� ������� �$ ��� ��	��
 �����������# �� ��� ��������� �� ��� ���C���# *�
�������� ���� ���� �� ���������� �� C��� � ������ �� ������	 .�����# ���� �� ���$
��� �� ��� �������� �������	�����	� �� ��� �������� ���������� ������� ���� ���
�� ������� ��� ������� ����������� ����� ��������� ���������$ ��������	 �� ��
*��� �� ����� �� ��� �����*���# ���� �������������� �� ������� ������� ��� ��� ����
�������# �������� ���� � ������� ����$��� �� ��� ������� �� ���� �� �����	 ,��
����$��� *��� �� ����� �� � ����� ������������� �� ��� ������� �� ����� �� ���
������� �� ����������� �������� ������������	

=���# *� ������� � ����� ������ ����������� �� ��� ������������� ������'�����
�������� �� *���� ��� ��	��
 ����������� �������# ��� *� ����$'� ��� �����������
�� �������� � ������� �������� �������$ ����� �� ��� ����������� 
���� 1����
������������ �� ��������� ������ �$ � �����$	 .� ���� ������� *� ������� ���
��������� �� �� �������� ����� �� ���������� *���� �������� ��� ����������'���
�������� �� ��� ��	��
 ����������� ��� *���� �� ���� �������� �� ����������� ����%
$��� ��� *��� �������� ��� �������� �� �������������� ��� �����	 .� ����������# ���
��������� ������� ��� �������������� ��� ���*��� ��� ��	��
 ����������� ���
��� &���� �� ������� ������� L2�����)��# 8;;"�M ��� ������������� �������� L���%
��� [ 2����# 8;;9M	 ����������$# ��� ���� ��� ��������� *�� ������ ��� ���
��������� *��� ��	���� ���
�����	
# *��� *���� ��� ��������� ��� �� ���%
��� ��� ������ �� ��� ������� �� ����� ��� ��� ������� ���� �� ������������� ��
������'����� ������� �� � �����%����� �������� ������� ��� ���� ��������� ���
� ���� L��������$ �������M �������� ����� ��� ��� ������	 2��� �� �$����� ���%
�������� ��� �� ��� ���������# ���� � ������������� �� ��� ������� ��� ��������
�� �� ��� ����$��� �� ��� ������'����� ������� ����� �������������	 ����� ���%
�����# ����� ����� ��� ���� ������ �� ���� ��������# *��� �� ��������� �� ������
�� ��� ���� �� ��� �������� ������� �	8	8 ���*� ��* �� ����������� � �������� ��%
����'����� ������� ���� � ��������%���� ������� ������� ������� ��� ���� ����
� �������� ���� �������	 ������� �	8	� ���������� ��� �������� �� 
���� �� ���
�������	�����	# ���	����� ��� ��$��	��� �������	 ������� ����� ���������� ��%
���������	 ������� �	8	0 ���������� ��� ��������� ��� ��� ��������� ��������
����� �� ����������	 ������� �	8	 ��������� ��� ���� ������ ��� ��������� ���
������ ������������ �� ���� ��������	
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����� $����� �����* ������� �������* ��� �������� �����

5�� �� �������� � �������� ������'����� ������� ��&��� �$ � &���� ��� S �� ��������
��������� ��� �$ � ���� �������� f 	 ��� ��� S ���

S = {s1, s2, . . . , s|S|}, |S| ∈ �, |S| <∞, L�	8M

*���� ���� �������� sl �� � nl%�����

sl = (s0
l , s

1
l , . . . , s

nl−1
l ), nl ∈ �, nl ≤ n <∞, L�	�M

*��� n = max nl# ��� sj
l ∈ Y # *���� Y �� � &���� ��� �� �����	�	��	 ��� ����

�������� f : S → � ������� � ���� �� ���� �������� �������� sl	 ��� ������'�����
������� �� ��������� ��� ������� �� &����� ��� ������� s̄ ∈ S *���� ������'��
��� �������� f �

s̄ = arg min
s∈S

f(s). L�	0M

2���� ��� ��� S &����# ��� ������� �� f �� S ������ �+����	 .� ���� ������� ��
�������� ��� ���� ���� ��� ������� �� S# �� �� � ������ �� ����3������ *���� ���
�� ����������	

� �������� �������� �� S ��� �� ����� ������������$ �������� ���� ��� 0%�����
x0 = ()# ��� ������ ���%��%�%���� � ���������	 ��� ������� ��������� ��� ��
��������� ���

xj = (u0, . . . , uj−1)→ xj+1 = (u0, . . . , uj−1, uj), *��� uj ∈ Y, L�	 M

*���� xj �� � ������ ������	 �� ������ j	 � ������� �������� xj �� ������ �������
�� �� ��� �� ��������� ���� � �������� �������� sl ∈ S# ���� ��# �� �� ����� ���
�������� �������� sl ∈ S �+����# �� *���� xj �� ��� ������� ���%����� �� ������ j	 .�
�� ���������� ���� � ������� ���������� � �������� �� �������� ������� ���������
����������$ ���� �� ���� � �������� ��������	 (�� ���� �������� ������� �������� xj #
*� ��&�� ��� ��� U(xj) ∈ Y �� ��� ��� �������� ��* ���������� uj ���� ��� ��
�������� �� xj ������ �� ���� � �������� L�������M �������� xj+1	

-�*# ��� ��� X �� ��� �������� ������ xj �� &���� ����� ���� ��� ��� S ���
��� ������ �� ���� �������� �������� sl ��� &����	 
�������# �� ��� �� ���*� ����
S ⊂ X# ����� ��� ��� ��������� sl ��� �������� �� � &���� ������ �� ����������#
��� ��������� �� Y 	

����� � �������� �������� ��� �� �������� ������������$# ��� �������� ������'�%
���� ������� ��� �� ������������ �� � ��������
� �������	 ������� �� *���� ���
������� �������� s̄ �� �������� �$ � �������� �� ��������� ���������� ��� ��� Y ��
��� ����������	 ���� � *�$ �� ���������� ������� �����������$ ������� *��� ���
���� f(sl) �� � �������� sl �� �+������� �� � ��� �� ������������� cj+1# ���� �������
�� ��� ���� ���� � ���������� ��������� uj �� �������� �� ��� �������� sl ������
����� � �������� �� ���������� ��������� �$ ��� ����� xj 	 (������$# � ��������
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' : X \ {x0} → � ���� �� �����������$ ��&���# *���� ���������� � ���� cj+1 ��
���� ����� xj+1	�

��� &����%����'�� �����%����� �������� ������� ��������� ����� ��� �� ����%
�����$ ���� �� � ������������� ������������� ������ ��	��� ������ L2���$���)��#
8;79M	 ��� ����� xj ��� �� ���� �� ��� ����� �� ���� t = j �� � ��������%����
�$����� �$���� *���� �����%���������� ����������� �� ���� ���� ��� ����� �� ����
t + 1 �� �������� �$ ��������� ��� ������� ������� ������ ut ∈ U(xt) �� ��� �����
xt� {

xt+1 = [xt, ut],

yt+1 = ut,
L�	"M

��� ��� �� ��� �������� �������# ����� ��� ������� �����# �� � ������ �� ��� ����� ��
��� ������� U(xt) ⊂ Y 	

-�*# ��� U �� ��� ��� �� ��� ��� ���������� ������� ��������� ���� ����� ���
�$���� ���� ��� ������� ����� x0 �� � �������� ����� ��������� �� S� ��� �������
������� �� U # u = 〈u0, u1, . . . , uτ−1〉# �� ���� ���� ��� ������������� ����� ���%
C�����$# *���� �� ������# �� 〈x0, x1, . . . , xτ 〉# *��� xτ ∈ S# ��� ut ∈ U(xt)# ���
0 ≤ t < τ 	 .� ���� �����# ��� �$����� �$���� ��&��� � ������� S : U → S *����
������� �� ���� ���������� ������� �������� u ∈ U � &��� ����� s = S(u) ∈ S	

��� ������� �� ������� ������� �������� �� &����� ��� �������� ū ∈ U ���
*���� ��� ��� f �� ��� ����� ct# �������� ����� ��� ����� ���C�����$# �� ������'���

ū = arg min
u∈U

f
(
S(u)

)
, L�	:M

*���� *��� Yarg minZ *� ������ ��� ������� �� U ��� *���� ��� ������� �� ���
�������� �������� f ◦S �� ��������	 .� ���� � ������� �� �������� ��� ���� ����
��� ������� �� U # �� �� � ������ �� ����3������ *���� ��� �� ����������	

.� �� �������� ���� ��� �������� �� ��� ������� �� ������� ������� ������ ��
>������� �	: �� ���������� �� ��� �������� �� ��� �������� ������'����� �������
����� �� >������� �	0# ��� ���� ��� ������� �������� �� ������� ������� ū ���
��� ������� ������� ������� ���������� �������$ ��� ������� �������� s̄ �� ���
�������� ������'����� �������	 ����� ��� ��� X �� �������� ��� &����# �������� *���
��� ��� ���� U(xt)# ��� ��� xt ∈ X# ��� ����� ���C�������� ���� � &+�� ��+����
������ n# ��� ��� �������� ����� ���C�������� �� ��� �$���� ����� �� >������� �	"
��� �� �����������$ ����������� ������� � *������� ��� �������� ����� *��� �
&���� ������ �� �����	 5�� G(X, U) �� ���� � �����# *���� X �� ��� ��� �� �����
��� U �� ��� ��� �� �����# ��� ��� C : U → � �� � �������� ���� ���������� �
*����� �� ���� ����	 .� ����� �� ��� �$���� ��������� �� >������� �	"# ���� ����
�� ��� ����� G(X, U) ���������� � ����� xt �� ��� �$����	 ��� ��� U ⊂ X × X

�*���� �� �	�� 
����
 �� +G	����� �5/� �� �	��� xj+1 
��������� 	��G	��" �� �	��� xj

��
 �� ��������� uj� ��
 �� �� �	�� 
��������
 	��G	��" �" ���5 ��������� �� �	������ �
��	�
 �� �G	��������" 
����
 �� � �	������ ������� �� �� ���� ���� �� ��
���
 ���� 〈xj , uj〉� �
���������� 〈xj , xj+1〉� �� ���� �� ������� 〈xj , uj , xj+1〉5
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�� ��� ��� �� ��� ����� 〈xt, xt+1〉	 >��� �� ��� ����� ��������� ���� � �����
���� xt ���������� ��� �� ��� ������� ut ∈ U(xt)# �������� *��� ��� �$���� �� ��
����� xt	 (�����$# ��� �������� C �� ��&��� �� ����� �� ��� �������� '	 -����$#
ct+1 = C(〈xt, xt+1〉) = '(xt+1) �� ��� ���� �� ��� ���� 〈xt, xt+1〉	 (����������#
�� ��� ����� G(X, U) *� ��� ������ ��� ��� ������� ����� x0# �� ��� ���$ �����
*��� �� �������� �����# ��� ��� ��� S �� ��� �������� ����� ���� *���� �� �����
������	 .� ����� �� ��� ����� G(X, U) ��� �� ��� �������� C# ��� ������� �������
������� ��&��� �� >������� �	: ��� �� ������ �� ��� ������� �� &����� ��� ����
�� ��	��� ���� ���� ��� ������� ���� x0 �� ��$ �� ��� �������� ����� �� S	

�� ������$ ���������# ��� �������� �������$ �� ��� ��	��
 ����������� �� �����
�� ��� �������� ���������� �� �������� ����� �� � ����� ���� ������� ��� ����%
��'����� ������� ����� �������������	 �� �� *��� �� ��&��� �� ��� �����*���# ����
����� �� �������� �� � �������������� �� ��� ����� G ���������� �� �� �����������
�� �����	 .� �������� *��)� �� ��� ��	��
 �����������# ��� ����� ��������� ����
���� � �������������� *�� ��� ���$ ����� ��)�� ���� ������������� �+�������$	 .�
��� ��������� �� ��� ����� ���� *� ������� ����# *� ���� ��� ����� �� ��� ��������
����� G ��� �� ��� ���������� �� ��� ��������������	

����	 ������ ��� ���,������ ���������������

1����������$ *��� ��� ������� ������� ����������# *� ���� ������ ����� ���� ���� ��
��� ����� G(X, U) ���# �$ �+�������# *� ���� ����� 
���� ��� ����� G ������	 .� ���
�����*���# ��� ���������� �� ��� ����� ����� *��� �� ��������� �� ��� ����������� ��
��� �������� �� ��� ������� ����� �� >������� �	0# ��� �� �������� �� ��� ��������
�������$ �� ��� ��	��
 �����������	 ��� ��� �������� *��� �� ���� �� �������'�
�������� ��������	 .� ����������# *� *��� ������� ��� ����� ��������� �� ��� �$����
����� �� >������� �	"# ��� ��������� ��� ����������� ������������ �� � ��������#
�� ��� *��) �� �� �	� �� ��� ����� ����� G	 .� ��� �����*���# ��� ����� xt �� ���� t
*��� �� ������ ��������������$ ��� Y������� ��������#Z ��� Y����� �� ��� �$����#Z ��#
�$ �+�������# ��� Y����� �� ��� ���	Z

��� ����� �� � ���������� �� ������������� �$����� �$���� ��� �� ���������$
������� �� �� ��� ����� �� ����������� ���� ����� ��� ���� ���������� �����������
�������� �� ��� �$���� �� � ����� ���� �������	� ����� *��� �� )��*� �� ��� ���%
������� �� ������ �������� �� ������� ��������$ �� ��� ������� �� �����# �� �� �����
���� ��� �����# *��� ��������$ ���������# �� ����� � ����� �� ��� 
��)�� ������
H��� ��������� �� ����� �� ��� �����# ��$ ��������%���� �$���� �� �	���	�����

��)��	� .� �� ��������� �� ������� ������$ �� ����� ��� 
��)�� �������$ *���

�� 
������
 ����"��� �� �� ������� �� ����� �� �� ����� � �� ��� ����� ������������ ��� ��
��	�
 �� ��������� �	 ��� &3444'5 � ������� ����"��� �� �� ������� �� ����� �� ����� �� �� ���������
�������	�� �� ������ �"���� ����" &Y�
� 6 ������� -82B'� 
"����� ����������� &��������
-8.9'� ��
 ������� ������� &������;��� -88.�'5

�$�� � 
������� ���;�� 
������� �������� �� �����>��� ��
� �" 
��������? P (xt+1|xt, ut) =
P (xt+1|xt, ut)� >��� xt = (xt, xt−1, xt−2, . . . ) ��
 ut = (ut, ut−1, ut−2, . . . ) ��
����� �� ����
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������� �� � �$����� �$���� ���� �����	 ,� ���� ������� �����&�����# �� �� ��
������ ��� 
��)�� �������$ �� � �������	�����		 .��������$# *� ���� � ��������%
������ ��� ��������� �� *���� �� ������ ������ �+��������� �� ����� ������ �� �
�������������� ��� ���������� ��� ����� �� ��� �$����# ��� �������$ )������ �����$
�� �������� ���C��������# ��� ��� ���������� ����������� �� ������� �������	 .� ���
�����# � �������������� ����� ���� ��� ���� ����������� �� ��� �����	 .� ���� ����
��� 
��)�� �������$ ����� ��� ���� ��������������	 .� ��� ���� ������� ����# �
�������������� �� �� ���%
��)�� �$��# ���� ��# �� ����� ���� ����������� ���� ���
�����	 2���� ���%
��)�� �� ��������� � �������������� �� ��� ����������� �$����%
����� ��� �� ������� �� ��� ���� ���� ��� ����� ��������� ��� �$���� �� ����� �� �
�������������� ���� ������ ���� ����������� ���� � ����� �����������	 .� �������#
���� � ����������� �� ��� �������������� ��� �� �������� �� ��� ��������$ �� ���
����� �� ������ ����������� �� ��� �$����# �� �� ��� ���������� ������ �� ��������
��� ������ �� ����������� �� �� �������	 .� ���� ������ ����# *� ��� ������ �
$�����������3��� ������	

.� ��� �����+� �� ��� ��	��
 �����������# �� ������$ ������� ���# ��� �����
���������� �� ���� ������ ��������� ��� �� �������� �$ �+�������� �����$ �����
���������$ ��������� ����	 .� ���� �����+�# ��� ���������� �������� ����� �������
�*� ��C�� ������	 (����# ��� ���� ������������� ������'����� �������� �� ��������
��� *���� ��� ����� ����� ���*� �+����������$ *��� ��� ��'� �� ��� ������� ������#
�� �� ����� ���� �� �� ���������� �� ������ ��� ��� �����$ ����� ��������� �� �����
�� � ����� ������������ �� �� ���$ ����)��$ ���� � ���C�����$ ��� �+��������� �����%
��������� *��� ���������$ ��������� ����	 ���������# �� ��� ��	��
 �����������
�� �� ��������$ �� ����� �� � �������������� ���� ������� ��� ����������� ��������

�����" �� x ��
 u� �����������"5 %�>� ��� 	� �����
�� � ����=���"��� �"���� >��� ����� 
"�����
�� ����� �" xt+1 = Ft(xt, ut, ξt) >��� xt ��
 ut ��� �����������" ����� ��
 ���	� �� ���� t� ��

�� ����� 
���	������ ξt ∼ P (ξ) �� � >��� ����� ��
����
��� �� �� ����� ��
 �� ���	� �� ��
�����>��� �����? P (ξt|xt, ut) = P (ξt)5 (�����"� xt+1 �� � ���
�� �������� >��� 
������	����
�� P (xt+1|xt, ut) = P (Ξxt+1) >��� Ξxt+1 = {ξ : Ft(xt, ut, ξ) = xt+1} �� �� ��� �� �� ���	�� ξ
���� ��� �� ����� xt ��
 ut� ��� �� xt+1� ��
 P (Ξxt+1) ��
������ �� ����������" �� ��������� �
ξ ��������� �� �	� � ���5 �� ���;�� �������" ��
� >�� �� ����� �����
	��
 ����=���"���
�"���� �� ���� �� � 
������� �������5 �� ������	���?

P (xt+1|xt, ut) =
∑

Ξxt+1

P (ξ|xt, ut) =
∑

Ξxt+1

P (ξ) = P (Ξxt+1) = P (xt+1|xt, ut).

�� ��������� ����� ����� ���	��� ��� ξ �� � 
������� ��������5 ��	�� �� �������" ��
�
���� ��� ������	�	� ξ� �� ����� ��� �� ������� ���� �������� � ���� ������ �������� ��
 ����
��"��
 �� ����� �� ��� ��������5
(��������"� ��" 
������� ���;�� 
������� ������� �� � ����� 
���������� �� � �"���� �� ��

,����� �����5 �� �� ����������>��
 �� �����" ��� ��" xt+1 ∼ P (xt+1|xt, ut) ��� �� >������
�� �� ���� xt+1 = Ft(xt, ut, ξt) >��� �� 
����
���� �� ���� t ����	��� ��� �� ���� ��� ��
�� 
�������� �� �� ���;�� �������" �� 
������	����� �� 
�H����� �������� �������� ���
 ���
�� �� ����5 !���� xt+1 = Ft(xt, ut, ξt) �� �� ��������� ���� �� >�� �� ����� 
"����� �� �
������� ����=���"��� �"���� ��� �� ������ �� ��������� �� �����
5

��" ����	 >� ���� ��" �����" ������ �� �� ��������� �	������" �� �"���� �� ��
5
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����� ��� ������� �����	 ���� ���������� ���� ���� �� �����	
 �� �������� ������
*���� ������� � ��������� ��� 
�	������	
 �������� �+��������	 ������# �� �� *���
�� ���� ����� �� ��� �����*���# ����� � ������� �������������� �� ���%
��)��# ��
�� ��� �������� �� �������� �������� ��������� �� ��� ����� �� ��� ���� ����������%
����	 ���������# �� �� ��������$ �� ����� �� � ����� ����������� �� ����� �� ������
���� � �������� �������� �� ���������	 ����� �*� ������# ��)�� ��������# ����� ��
������ � �������$ ��� ��� ����������� ���������� �� �������� ���� �� ��� ��� ����
������ �� � ����� ����������� ��� ������������ ����������$# ��� �� ��� ����� ����
������ �� � �������������� ��� ������'��� ��� ������$ �� ��� ��������� ��������	
��� ��������������� �� ��� �������������� �� �� ������� ��U��� ��� ������ ������
��������� ��� �����%�3 ���������� *��� ��� $�����������3��� ������	 ��� ����
������ ��)�� �+������ ��� ��������$ �� ����� ���� �� � �������������� ��� ��
� ����� �����������	 >���$ ���� �� ��� ����������� ������������ �� � ��������
�������� �� �*� ���%������ &���# � ��� �� �������� ��������� ������� �� ��&��� ��
��� ����� �� ����������� ���������� �� ��� ����� �����������R ������# ��� �� ����
���������� �� �������� �� ��� ����� �� ��� �����������$ �+������� �� ����� �� ��� ���%
�����������	 .� ���� �����# ��� ��������� ���������� ��� ���������� ������ ���
������������� ���� ���������� ������$ ������� �� ��� ��	��
 ����������� ����
��# ��� ��������# )������ ��� �������� �� ���� ���� ��� ���� �� ��� ����������
*���� ��������� ���� ��� �������� ����� ������������ *���� ��)� ��� ������ ��%
��������	 ���� � ���� ���������$ ������ ����������� ����� ��� ����� �� ��� ��������
������������ �������	

(�� ��� ����� �� �������� ��������� ����# � ������ ��&������ �� � ��������%
������ ��� �� ����� *��� ��������� �� ��� ����� ����� G(X, U)	 H� ��&�� ���
�������	�����	 
���� �� ��� ����� Gr(Zr, Ur)# *���� Zr �� ��� ��� �� ��� �����
��� Ur �� ��� ��� �� ��� �����	 (����������# *� ���� 
�	�����	
 ��	����	 �� ���
�������	�����	 ��� �������� r : X → Zr ���� ���� ��� ��� X �� ��� ������ ����
��� ��� Zr	 ��� �������� r ���������� ��������� �� ����$ �������� �� X �� �������
�� Zr� ����$ ������� zt ∈ Zr ��� �� ���� ��� �������� �� X# ��� ��������$ ���
�������� �� ��� ������	 ��� �������� r−1({zt}) = {xτ |r(xτ ) = zt} ��������� ���
��� �� ������ xτ *���� ����� ����� r �� zt	 ��� �������� r ������� �� �����������
�������� �� X� �*� ������ xl ��� xj ��� �$�����	� ��������� �� ��� ����������%
���� ��&��� �$ r# �� ��� ���$ �� r(xl) = r(xj)	 .� ���� �����# � �������������� ���
�� ���� �� � ��������	 �� ��� ��� X	

.� ��� �����*���# *� *��� ���� ���� zt ∈ Zr � ���	�����# �������� ��� ����
���� �$ ��������� *��� ��� ������� �� ��	�� ���
�	� H��� ���� � ���� *�
*��� �� ������ ����# ���� ��� ����� �� ���* �� �� ����� ���� �������� ��� �$����
������� ��� �������������� r# zt ���$� ��� ���� �� ��� ���	���	� ���������	# ����
��# *��� �� �������� ����� ��� �$���� �� ���� t ��� ������'����� ��������	�

���������� &B0/1B33 �(' 3� &����? I�� ��	� ����� ���;� >���	� � ������ �����5J ��
���� ����	���� P*�5 ��	����� ������ �� ������ �����R >�� ��=�����
	��
 �� ��
����� ������=
�����" �" ����� �G	���� &-33.1-39/' �� 2���� ���
�
����5

��� �� � ������ ��� 	� �����
�� �� ���� �� >�� �� ��� Zr ������
�� >�� �� ��� ��
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����)� �� ��� ������ �� ���	�����# *� ��� ���� � ������� �������������� ��
��� ������� �� �������������� �� ��� �����+� �� ��� ������� ������� ����� ��
>������� �	:	 �� *� ������� ��� ������# ��� ����� ��������� �� ��� �$���� ����� ��
>������� �	"# ��� �� ��������� �� ��� *��) �� �� �	� �� G(X, U)	 5�� �� ������
��* ���� ��� �	� ������ �� �������� ��� ����� x0, x1, . . . , xn	 ��� ���� ��������#
����� ��� �������������� ������� �$ r# ������� �� � �������� z0, z1, . . . , zn *����
��� ���� l# *��� 0 ≤ l ≤ n# zl �� ��� ���	����� �� ��� ����� xl# ���� ��# zl = r(xl)	
.� ��� �	� ��������# *� ��$ ���� ��� �	�# ������ ������ �� ��� ����� �����
G(X, U)# �������	�� ��� �������� �� ��� �������������� ����� Gr(Zr, Ur)	 .�
������� �����$# ��� ������� ���� ������� ��� ����� ���� *��� *� ���� � ���	�����#
�� ������� �� ��� ������� �� ����������� ��������		�

.� ��� ���� ������ �� ��� ��&������ �� ��� ��� Zr# ���� ��� ��� �� ��� �����
Ur ��� �� ��&��� �� ����� �� ��� ���������� �������� r	 ��� ��� Ur ⊂ Zr × Zr

�� ��� ��� �� ��� ����� 〈zl, zj〉 ��� *���� �� ���� 〈xl, xj〉 ∈ U �+���� �� ��� �����
����� ���� ���� xl ��� xj ��� ��� ��������� ����� r �� zl ��� zj # �����������$	
(������$�

Ur =
{
〈zl, zj〉

∣∣ ∃〈xl, xj〉 ∈ U : zl = r(xl), zj = r(xj)
}

.

H��� ��� �$���� �� ��������� ������� � ������� �������������� r# ��� ������
Ur(t) ⊂ Ur �� ��� ���������� ������� ������� �� ���� t ������ ������$ �� ���������
�� ����� �� ��� ���	����� zt �����# ��� ����� ��� ��� ��&������ ��� )��*����� ��
��� ������$��� ����� xt	 .� ����� *����# ��� ��� ������� ���������� �������� r# ���
���	����� zt ���� ��� ����� ��� ���� ����������� �� ��� ����� xt ��� ���������
��� ������������� �������������� �� ���%
��)��	 ��� �������� �� � ���%
��)��
�������������� �� �$ �� ����� ���� ���� �������������	 H���� �� ��� ����� G
����$ L�������M ���� �� � L�������M �������� �������� ��� ���� �����# �� Gr ����
�������$ ���� ��� ���� ��$����	 �� ��� �� ��� ������������ �� �������� ���������
�� ���������# G �� ��� ��������� ���������� �$ Gr� �� ����������� ������# ���
����� Gr ��� ��� ����������� ������ �� �� ��� ���� ��� ������'��� ��� ������������
�� � �������� *���� ��� ����� G �� ���� ��� ������������ ����������$	 .� ��$ ����#
������� �� ��� ���� �� ����������� ����������� ������� �$ ��� �������������� ����
G �� Gr ��� ����� ��� ������'����� ������� �� ����� �� Gr# �� ��� ������� ����
���$ ���%������� ��������� *��� �� ��������	

���	���� ���������� Y ��
 r : [xt, ut] �→ ut5 ��� �� �� �"����� �������������� �
����
 ��
�� ������������ �� ��� ����� ������������ �� �� ��������� �������� ������� ��
 �� ����
������������� ������:����� ��������5 $�� ��� ������� �	� � �������������� >��� �� 
�����

�� �� �����>��� �� raco5

�O��� �� ���	�� �� � �	�	�(����� �����	�
� 
��� ��� ��� � ����
��
 ���� �� ������� ����"
��
 �� �����	� ����� 	��
 ��>�"� ����� � 
����� ��������� �� �� ������� �� �����? ��� � ������
������� �	�	�5 �� �� #	�� �� ��
�� �� 	�
������ �� ��������� G	��������� 
�H������ ���>��� ��
���������� �� �� ����� ��
 ���� �� �� ���	�� �� � �	�	�(����� �����	�
�� ��� >� �����
	�� ���
�� ���� ����	���� �� 
����� �� ������5
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��� �������� �� ��� *����� �������� C �� G ��� ��� ����� Gr ������ �� ��&���
�� � �����������*��� ������ ��� � ������� r	 
�������# �� ������� ���� ������ ��
��&�� ��� *������ �� ��� ����� �� ��� ����� Gr(Zr, Ur) �� ���� ���$ �������� ���
�������$ ���� �� ��� ��	��
 ����������� �� ������ �������	� ����	 ��� ��������
T : Ur → � *��� �� ���� �� ��� ������� �� ��������� �� ������ �$ �� �	� *���
���������� � ����� ���	�����# ��� *��� �� ����������$ ����&�� �� ����� �� �������
��� ������$ �� ��� ��������� ���������	 ��� ��&������ �� ��� �������� T *��� ��
����� �� ������� �	8	0	

����� ��� ���&������&

.� ���� ������� *� ��������� ��� ��������� �� � ��* ����� �� ���������� ���� ����
*��� ��� ������'����� �������� ��&��� �� >������� �	0 ����� ��� ���� ���������
�$ >������� �	:	 ��� ��������� �� �������� �$ ��� ��	��
 �����������# ��� ����
��� ������ �� �������� ��� ��������� ��������# ��� ����������$ ��� ��� ������$���
���������$	 ��� ��� �� ���� ������� �� �����$ ������������ *� �� ��� �������� �
�����&� ���������# ��� ������ � ����� �� ����������# �� ��� ����� ���� *� ��&�� �
������� ���������� �������$ ��� �� ����������� ��������� *���� ���� ����������
��� �����������$ �����&�� ��� ���� ��������������	

��� ����� ������ �� ��� �����������

�*� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ���������	 ��� &��� �� ��� �����������

���� 1���� ���������� �� �������� ����� ���� ��� ����� ����� G# �� ��� ����� ��
�����������$ ����������� �������� �$ ��� �������� T ���������� *��� ��� ��������%
������ ����� Gr	 ��� ������ �� ��� ������ �� ��� �����������$ ����������� �� Gr

�� ��� ����� �� ��� ���� �� ��� ��������� ��������� ��� ��� ��� �� ���� �������%
���� �� ���� ���������� �����������	 ����� �*� �������� ��� ��������� �� �����
�� ��� ����� ������ ����# *��� �������$ ��������# ���������� ��� ���������� ��
���� ���������# � ��* ��� �� �	��# ��������� ������ � ������# �� ����������	 >���
�	� �� ��� ������ ��������� � ������� ����� ���� ���������� ��� ���������� ��
� ����# ��� � �������� ����� ���� ������ ��* ��� ����� �+��������� ����� ����
� ���� ������ ��U����� ��� ���������� �� ������ �����	 (�����$# ���� ��������� ��
��������� �$ � ���
� ����� ���� �������� ��� ������������ �� ��� ��� �	�� �� ���
������	 ��� ����� ������ �������# ��������# ��� ���
� ��� �� ���� ����������'��
�$ ��� ����� ��������� π# ν# ��� σ �����������$	

��� ������# �����4 4���� ��� ����������$ �� ��� ��	��
 ����������� ��� ��
��� ����� �� ��� �������'����� ����� �� ������� �	8	�# ��� ��������� ���������%
����$ ��������� ���� 
���� 1���� ��� �� ��� *��) �� �� �	� ���� ��� ����� G(X, U)#
*���� �� ���� ���� � ������ �+�������� ���������� ��� �����*��� ����	 .� ���
��� ��������# ��� ������ �+�������� �� �������� �� � �������	 ��)�� �$ ���
�	� �� ��� ����� �� � ������������� �����$ ����������'�� �� ����� �� ��� ��������
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T # ������$ ������ ��� �������	� ����# ��&��� �� ��� ��� �� ����� �� ��� �����
Gr(Zr, Ur)	

��� ������� ����� ��� �� ��������� �� �����*�� 5�� �� ������� ���� ����� t
�������� ����� ��� ������� �������� ����� �� ��� �� (u0, . . . , ut−1)	 ��� ����� �� ���
�������� ���������� ������� �� ��������� xt = (u0, . . . , ut−1)	 .� ��� ��� ��������#
���� ���� �� �������'�� �� �� �	� ����� �� ��� ���� xt �� G(X, U)	 ��� �	� ���������
��� ����� xt �� ����� �� ��� ���	����� zt = r(xt)	 .� ��� ������� ����# �� �� ���
�������� �� �+����� ��� ��� Ur(t) �� ���������� ������� ��������� �� ��� �	� *���
�� zt ���$ �� ����� �� zt ������# ��� �� ��� ����������� ����� �$ Gr	 ��� ��� Ur(t)
�� ��� ���������� ������� �� ���� t �� �������

Ur(t)=Ur(zt|xt)=
{
〈zt, zt+1〉 ∈ Ur

∣∣ zt = r(xt), ∃u ∈ U(xt) : zt+1 = r([xt, u])
}
.

��� �������� �� ��� �	� �������� �� ��� ��������� �� ��� ������� ���� ��� ���
Ur(zt|xt) �� ��� ��������� �����������# �� ��������� �� ��� ����� �� ��� ����� Gr	
,��� �� �������# ��$ 〈zt, zt+1〉# �� ��������# ��� ������� �������� �� �����������
��������� �� >������� �	 ��� >������� �	"� xt+1 = [xt, ut] = (u0, . . . , ut−1, ut)#
*���� xt+1 ∈ r−1({zt+1}) �� ��� �� ��� ��������� �� ��� ���	����� zt+1	 .� �����
�� ��� ��������# ���� ����� ���������� �� ��������� �� � �������� �� ��� �	� ��
��� ���� xt+1 �� G *���� �� ���� �� ��������� �$ ��� �	� �� � �������� �� ���
���	����� zt+1 = r(xt) �� Gr	

��� �������� ����� ��� �������� �� Ur(zt|xt) �� ��)�� ��������� �� ��� &���
�������� �� ��� ���������� ��� ���������� ����� π	 /���� ��� ������� ���	�
����� ��� ��� ��� �� ���������� ������� Ur(zt|xt)# ��� �����$ ������� �� ���%
���� �� Ur(zt|xt) �� ��� ������� �� � ������ �+�������� *���� ����������
��� ��&��� �$ ��� *������ T (〈zt, zt+1〉) ���������� *��� ��� ����� Ur(zt|xt) �� ���
����� Gr(Zr, Ur)	 ����������$ *� *��� ����� ��� �����*��� �������� �� ������ ���
���������� �����$�

π
(
zt, Ur(zt|xt); T |Ur(zt|xt)

)
. L�	7M

H��� ��� �������� T |Ur(zt|xt) *� *��� �� ������� ����# *��� �� zt# ��� ���� )��*�%
���� �� ��� �������� T �� ��� �������$ ������ �� ������ �� ������� �� ��� ���
Ur(zt|xt)	 .����� �� �� ��6����� �� )��* ��� ����������� �� T �� ��� ������ Ur(zt|xt)
�� ��� ������ Ur		 ��� �������� T ���$� ��� ���� �� ��������� �� ��� �����$ π�
�������� T *��� ������ ��� �����$ ������	

.� �������� �� ��� ��&������ �� ��� �����$ π# �� �� *���� �������� ���� ��* ���
�������� ������� ���� ��� ����������� ��������� �� ��� �*� ������ G ��� Gr� ���
�������� �� ��)�� �� ��� ����� �� ����������� ���������� �� ��� ����� Gr# ����������
�$ ��� )��*����� �� ��� ������ ����� xt *���� �� ���� �� � ����� �� �����������
���������� �� ��� ����� G	

���� ���� �� �� � �������� �� ��� �� �� ����	�� �� ��� ������������ �����" �� �
����	 ��
�� ����������� ���
�
 �" �� ��	 �� ��
�� �� ��;� ��� ���������" 
�������5 !	� � ����	��
���"� ��
 ��������� ���� �� �� ��������������� ����>��� � ���	����	�
� �� �� ����������� ��
�� ���� �� �� �������������� Gr5



��� ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

/���� ��� �������� ��&������ �������� �� >������� �	7# �� ��� �����$ π# ���
������� ����� ��� �� ��&��� �� ��� �������� �� ����� ���� ��)� ��� �	� ���� ���
������� ����� x0# �� � ��������# ��$ s = xτ # �� ��� �������� ������������� �������
��&��� �� >������� �	0	 >��� �� ���� ����� �� �������� �� ����� �����������
&��� ��&��# �� ��� ����� �� ��� ������� ����� xt# ��� ��� Ur(zt|xt) �� ��� ���������
�����������R ������ ������ � ���������� �� GrR ��� ����� ���� �� G ���� ���
������� ���� xt �� ��� ����������� ���� xt+1	 (������$# ��� ������ ������� ����
�� ��������� ���

〈zt, z
′
t+1〉 = π

(
zt, Ur(zt|xt); T |Ur(zt|xt)

)
;

xt+1 = F
(
xt, 〈zt, z

′
t+1〉

)
;

zt+1 = r(xt+1),

L�	9M

*���� ��� �������� π �� ��� ���������� �����$ ���� ��������� ��� ���������� �� ��
�+������ �� ���� �� ��� ����� Gr# ��� *���� *��� ��� �������� F *� ������ ���
��������� �� ��������� ��� �������� xt+1 �� z′t+1 ��� ������ �� �� �� ��� ����� G
���� ��� ������� ����� xt	 ���� � �������� �� G *��� �� ������ Y���������Z �$
��� �	� �� � �������� �� ��� ���	����� zt+1 = r(xt+1) = z′t+1# �� ��������� �$
��� �����$ π	

��� �	����# �����4 ��� �������� ���� �� ��� ��������� �� �� &�� � ���%
��$ π̄# ��� ����������$ ����������# ���� ���� � �������� �� ��������� ��)�� ���������
�� π̄ ����� �� �	� �� ��&�� ��� �������� s̄ *���� ������'�� ��� ���� �������� f ��
��� �������� ������'����� ������� ����� �� >������� �	0	

����� ��� ������� �����$ ����� �� �	7 �� ��������� �������������$ �� ����� ��
��� �������� T # ���� ��# �� ����� �� ��� *������ ���������� �� ��� ����� �� ���
����� Gr# � ������ �� ��� ����� �� ��� �������� ������� �� � ������ �� ��� �����
�� ��� �������� *������ �� ��� ����� Gr ������	 (��� � ���������� ����� �� ���*#
��� �������� T �� �� �� ������� �� =��������� ���	���� ��	����	 �� ��� ��������
�� ����������# ��� �� ��� ��������
� ��� ���� ��	����	 �� �$����� �����������
��� ������������� ��������	 
��� ��������$# ��� �������� T ��� �� ������$ ��%
����� �� ��� �������� ���� �� ��� ������������� �������� ���������� �� )��*� ��
Y�����%������ ����� ��������#Z ��� ���� �� ����������$ ������� �$ ��� ������ Q	
.� ����# T (〈zt, zt+1〉) ����������# �� �� >������� �	7# ��� ����������$ �� ���������
��� ������ Y�� �� ���	����� zt+1Z *��� ��� ������� ���	����� �� zt	 .� ���������
���������� �� ��� ���	�����%������ ����# � ������ *���� ���������� ��� ������
������ �� ���������� ���� �� ������ �� ��� ����� ���	�����	 .� ���� �������# ��
�� ����� ��� ���������$ *��� ��� ���� �� ��� �������� Q �� ������������� ��������	�


��� ����� �� T (〈zt, zt+1〉) �� ��������$ ����� �� � ��������� �� ��� �������� ����
�� ����� ���������� ��� ���������� 〈zt, zt+1〉	 .� ��������� ������ ����������� ��
��� ������$ �� ��� �������� ���� ��� �� �������� �$ Y����� �� zt+1Z *��� �� zt	

�	�� ��������� 
�H������ �� ��������" ��� �� �	������ Q �	������ � 
����� ;��>��
�� �� ��
������ >��� T ������ �� �� ����	����5 �� ������������� ��������� �� ���	����� �� >�� ����
������ ��� ��� ��������
 �� 
������� �� �����
 ������	��� �������� &C�����
 6 ������
� -88-'5
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���� �� ���� �������# �� ��� �� ������ � �������� *��� ��� �������� Q *���� ������
������� �� ��� ����%���� ���� �� � ����� ������# �������� ���� ������ ������� ���
�������� ��������$	 .� ��� ���������# �� ��������$ �� ������������� ��������#
��� ������ �� ��� ����� �� ��� �������� �� ��������� ������� ���� ���� �� 
�	�
������� ����� ��������	 L������ [ 2����# 8;;9M	 �������� ���� ���� ��������$
������� �����$# ��� ��������� ����������$ ��������� � ������ �� ����� �� �����
�� ������� ��� ������� �����$ ��� ���� �������� �� �� ��� ����� �� ��� ������ ��
��� ����������	 �� ���� ���������# ���������# � ������ �� �	�� �� ����������# ����
���������� � �������� ������� � ������� �����	 ,��� ��� �������� �� ���������#
���� �	� ������ ���) ��� ���� ��������� �� ���� ������� ���	����� �� ������ ��
��� ����� ������ �� ��� �������� T �� ��� ����� �� ��� ����� �+��������� �� ���
���*��� ��������	 ���� ����� �� ������� �� ��� ����������$ �� ��� ���������
�� ��� �������� ����� �� ��� ����� �	�	 ��� ������ ��* ����� �� T �� �������� �$
���� ����������� �� ��� ������ �������� �$ ��� �	�� �� ��� ������	 ���� �����
�� ������� �� ��� ���
� �����	

5�� �� ��* ��� �� ������ ��� �������� ����� ��� � ����� ������ �	�	 5�� �� ��������
� �������� ���� x = 〈x0, x1, . . . , xτ 〉 ���� ��� ����� G	 .� z = 〈z0, z1, . . . , zτ 〉 ��
��� �������� ���*��� ���� �� ���� ����� r# ��� c = 〈c1, . . . , cτ 〉 �� ��� �+���������
�������� �� �����# ���� ��� ������ ���� �� ��� �������� ����� ���

zt = B(zt+1, z),

T ′(〈zt, zt+1〉) = ν(c, T ),
L�	;M

*���� ��� �������� B ��������� � ������ ���� ���)*��� �� Gr# ����� ��� ���%
*��� ���C�����$ z	 ��� �������� ν �� ��� )�$ ������� �� ��� �������� �����	
.� ��� ��� ���� �� ��������� � ��* ����� ��� ��� *����� ���������� �� ���� ���%
���� ���� 〈zt, zt+1〉# �� ��� ����� �� ��� �������� �� ����� �+���������� ������
��� ������� �����# ��� �� ��� ������� ������ �� ��� �������� T 	 =����# �� ���
��������� ����������� �� ��� ���������# ���� ����� �� �������� ������� �� �	�
���� Y������ ���)Z ��� ���*��� ���� ��� ������ �� ���� � ���� ���� �����������	
(��� � ������� ����� �� ���*# ��� ��3����� ���������� ��� ����������� ��� �������%
���� �������� ����� � ���� ��� �� �� ������� �� ��� ��3����� ������ ���������� ��
������������� ��������	 .� ����������# �� ������� ������ �� T ′ ���$ ��� ��� �������
����������� ��� �� ��� ����� �� ��� ���� �� ��� ���������� ��������# �� ����������
�� *��� �� ������������� �������� �� ������ ��	�� ���� ������ L������ [ 2����#
8;;9M	 ,� ��� ����� ����# �� �� ���������� �� � J����	�	
 ������ LH��)���# 8;9;M
�� ������� � ����� �� T ′ ��� � ������� ���������� �� ��� ����� �� ��� �+���������
���� ��� ��� ���������� ������ ��� �� ��� ������� �� ��� ������� ������ ���� T
������� �� ��� ����� ��������� ���� ��� ���� �� *���� ��� ���������� ����������
�����	 ��� ������� �� ��� ��&������ �� ��� �������� �����# ��� �� ���������� ��
��� �������� ν ��� ��� ����� �� ���� �� ��� ����������� �� ��� ��������� ���
��� ���� ��������������	



��� ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

��� ����� �����4 .� ��� ���� ������# *� ����� ���� ����&��� �� ��� �������
���� ��� ���
� ����� *���� �������� ��� ��3����� ��������� T ′ �������� �$ ���
���������� �	�� �� ��� ���� ������	 �� ���� ����� �� ��� ����������� �� *��� ��
��6����� �� ���� ����# ��� ����$ ���������� 〈zt, zt+1〉 ∈ Ur# ��� ������ ��* �����
�� T (〈zt, zt+1〉) *��� �� ���� ������ �� ��������� �������� �� ��� ������� ����� ��
T (〈zt, zt+1〉)# ��� �� ��� ��3����� T ′

j(〈zt, zt+1〉)# *���� j �� ��� ����+ ������� ����
��� �	�� �� ��� ������	 ��� ���
� ����� *��� �� ��������� ����������'�� �$ ���
�������� σ�

T (〈zt, zt+1〉) = σ
(
T (〈zt, zt+1〉), T ′

1(〈zt, zt+1〉), T ′
2(〈zt, zt+1〉), . . .

)
. L�	8�M

�3����� �������� ��������� �� ��� ��������� ν ��� σ *��� �� ��������� �� � ������
*��)	

��� ��������� ��# ��� ��������

��� �������� ��&������ �� ��� ��������� *�� ����� �� �������� �������� �� �����
�� ��� ��������� π# ν# ��� σ	 .� ����� �� ��&�� �� �������� �� ��� ��� ���������
�����# ���� ��������� ���� �� �� ������������	 �������� *��� ��� ��������� π# ν#
��� σ# ��� ����� )�$ ������� �� ��� ��&������ �� �� �������� �� ��� �����# �� ���
���������� �������� r ���� ��&��� ��� �������� ���*��� ��� ����� ����� G ��� ���
�������������� Gr	 H� *��� ��������� ������ �� �������� �� ��� ��������� *���
���  %����� I = 〈r, π, ν, σ〉	 .�����# ����� �������� ��� �� �� ������������ ��# ���
�+�����# ��� ������ �� ���� ��������� � ������ ��� ��� *�$ �� ��������'��� ���
�������� T 	 ��$*�$# ���� �������� ��� ������ ���� ��������# �� ��� �� �� ��&���
�� � ���� �� ���� ������ ����������� �� ��� ��&������ �� I	

.� ����������# ���  %����� I ����� �� ��������� ��&������ �� ��� �������� T 	 ��
���� �� ��� �������� ��������# ��� ���������� �������� r# �������� *��� ��� �����
G# ����� ��� �������$ �� ��� ����� Gr ��� ���������� ��������� ��� ������ �� ���
�������� T 	 ��� �������� π ��&��� ��* ��� ������ �� T ��� ���� �� ��� ��������
�������# *���� ��� ��������� ν ��� σ ��&�� ��* ��� �������� T �� �� �� ����&��
�� ��� ����� �� ��� ������$ �� ��� ��������� ��������	 ��������� �� ��� ���������
����������� �� ��� ���������# ��� �������� T �� ������ �������	� ���� ���
��&��� ��� �����$ π �����*�� �$ ��� �	� ������ ��� ���*��� *��)	 ,��� � �������� s
�� ���������# ��� �	� ������ ���) ��� ���*��� ���� ��� �������� ��� �������	� ��
������ ��� �������� T 	 ��� ���� �� ��� �������	� ����� T �� ��������� �� ��)�
��������� ��� ����������� �������� �� � ���������� ���� �$ ��� �	� ��������� ��
��� ����� ������# �� ����� �	�� �� � ������ ������ R �� �� ��������� � ���� �� �	����
������ ������������� �������� �$ ��� ����� Gr	 (��� ��� ����������$ �������
�� ��� ������� �� ������ ������� L/�����# 8;";M# �� �� ��������$ �� ����� �� ����
�������� ������������� *��� ��� ���� ���
���
� L����� �� �+# ����M	

�� ���� �����# ������ ��&��� ���  %����� I# *� ���� ��������� ��� ��&������
�� ��� �������� ���� ��� ��������$ �� ������ ��� ������+��$ �� ��� �������������



�	8	 (����� ���������� �� ��� ����������� ��0

������� ����� �� >������� �	0 �� ��� ������ �� ��� �������� �������$ ���������$
��������� �$ ��� ��	��
 �����������	

����# 4���������

(������ �������� �� ������ �� ��� ���������# .� ����������# �� �� �� ���������
���������� �� ���� � ���� ������������� �� ��� ������ �� ��� ������ �� r# ��� 
�	�
�����	
 ��	����	 �� ��� �������	�����	# �� ��� ��������� ����������	 ���� � ����%
���� ���������� � ���	����� �� ��� ������� ����� ��� ��������� ��� �� ���������$
������� �� �� ��� Y����Z ����� *���� ��� ������� �� ����������� ������������ �� �
�������� �� ����	 .� ���� �����# Y��� �	� ����� ����)� *������ � ���	�����Z ���# ��
��� �� ��� �������� ������� �� ���������# ���� �� �� �� ���������� �� Y��� �	� ��)��
��������� �� ��� ����� �� ��� ���	�����	Z ��� ���������� �������� ����������
��������� ��� ����������� �� ��� ����� �� *���� ��������� *��� �� ��)��	 �� ���
�+�����# ��� ���������� �������� ����� �� � ���%��%��� �������	 .� ���� ����#
���$ ��� ����� �� ���������� �� � ���	�����# ��� ���� �����	 �� � �����������#
��� ����� ����� G ��� ��� �������������� ����� Gr ���� ��� ���� �����������
��������� ���# ���������# ��� �������������� ��C�$� ��� 
��)�� �������$	 ������%
����$# *� ����� �� ���� �+����� �������� �� ��� ��� ��������� ����� *��� ���
���� �� ������ �	��	 ������ �	�� ���� �������$ ��� �+��������� �+������� �� ���
������ �� ����� �� ��� ����� G	 -�����������# ����� r �� � ���%��%��� �������#
�� �*� ������ ��� ������ �� ��� ��������������	 �� � �����������# ��� �����$ ����
��������� �� >������� �	7# ������� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� ������� ���	�
�����# ������ ���������$ ����� ��� ������ �� ��� ������ ������$��� �����	 (���
���� ����# ��3����� ��������� ���������� �����*	 .� ��� �� ���*�# ��� ��������# ����
�� ������� �����$ �+����# ��� ���� �� �� �������������	 ��� ����������� ��������
�	�� ��� �� �������� �� ��� ��������� ������ T ��� ��� �������� ν ��� ��������
�� ���� � *�$ ���� ��� 
��)�� �������$ �� ��� �������������� �� ����$ �+�������	
���� ��� �� ���� �$ ��&���� T �� � �����%��%�� ��������# ��� �$ ����*��� ���
�������� ν �� ��������� L������ [ 2����# 8;;9M	 .� ���� *�$ ������ �	�� *����
������ �� �� ��������� �� ��� ������� ��5���	�� ����� L������ [ 2����# 8;;9M	
��$*�$# ������ �	�� ��� ��� ����� �� �� �����������	 ��� ����� �� ��� ����
������ �� ������ �� �������� *���� 
��)�� �������������� �� ��������������$
����������� ���# �� ���� ����������# ������ �	�� ��� ����� ��� �$ ����� ���$ �*�
������	 �����# ������ �	�� ������ �� ����� ����������� ��������	

������� ����� �� ��������� �� ��� ��������� �� �� ���� ������� ��������� ��������	
����� ��������� ��� ����������'�� �$ ��� �������� raco# �� �� -��� 7# ���� ����%
������ � ���	����� *��� ��� ��� ���$ ��� �� ��� �������� �������� ����������	
��� �������� raco ��������� ��� �������������� ���� �� ������ ��� ��� ��������%
������� �� ��� ��	��
 ����������� ����� ��� &��� Y��������Z �������� ��������� �$

���� ����� ��� ���������� L����� �� �+# 8;;8R �����# 8;;�M ���) �� 8;;8	
����������$# *� ���� �����G� �	�� ��� ��������� �� ���� �����	 ����)� �� ���



�� ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

�������� ���������� *��� ��� ��&������ �� ��� ���������# �� ������� �����%
��� ���� ��� �������������� ����� ��������� �$ raco �� ���� ���� ������� ����
��� ����� �����	 .� ����� �� ���������� ���� ������� ���� �� �����������# ����
�� ��� ��������� �� ��� ��	��
 ����������� ����� ���� ���������� ������ ���� ��
��������� ��� ����������$ ��� �� ������� ��� ������$ �� ��� ��������� ����� �����	
�� ��� �� ����������$ �� ���������# ��� ��������� �� ��� ��	��
 ����������� ��� ��
�������� ����������� �� ��� ����� ����� ������$ �� ��� ���� �� � ���� �� ����������
������$ �������� ���� ��� �������� ����� ������������	 �� ��� �� ������$ �� ���%
������# �*� ��C�� ���������� ���� ���� �����*��	 .� ��� &��� ��������# ����
���������� � ������ )��*����� ����� ��� ������� �� ����# ��� ���� �������� ��
��� �������� �� ��� �������� T ��� ��� ��&������ �� ��� �������� �����$	 .� ���
������ ��������# ����� ������'����� ����������# �� ��� �������� �� ��� �������
�� ����# ���� ���� ���� �� ����� �� ������� ��� ������$ �� ��� ��������� ���%
������ �$ ��� �	��	 ���� �� ��� ��������� ��������������� ���� ���� ���*� ��
�� ���������� �� �� ������ ���� �����%��%���%��� ���������� �� ������� -�%����
��������	 
�������# ����� Y����������Z ����������� �� ��� ��������������� ��
��� ����� ���������� �� ��� ���������# ��� ��	��
 ����������� ��� ���� ������
�� ��$����������$ �������� �� ����������$ �� ��� ������� �������� L/��C���# ����R
��I�'�� [ �����# ����M	

,������ �������� L���������# ���"M �� �������� �� ��� ����������$ �� ���������
����� ��������� �� ��� ��������� ����# �� ��� ��� ����# )��� �� �$� �� ���
��������� ��������������# �� �����G� �	�� ��# ��� ����# �� ��� �����# ��$ ��
�������� �� ���� �� �������� ��� ���������� �� � �����%����� ��������������# �����
��������� �� ��� ��������� �� ������ �	��	

��� �����)����� ���	��‡

��� ��������$ �� ����� NP %���� ������'����� ��������# ��� *���� ��� �+�������
�� �6����� �+��� ���������� �� �����$ ����)��$# ��� ��� �� � *��� ����� �� ������%
��� ���������� ���� ��������� ���� ���� �� ������ �� ��� �������� �����	 �����
��������� ���������� ��� �� ������&��# ��������$ �� *��� �� ���� �� ��� �������
�������� &��� LW������# 8;;0�M# �� ����� ������ �	���	�������� �� ����������	

��� �� ��� ��������� ������ ������� ��$ �� ���������� ��������%�����# �����
���$ �������� ��* ��������� ��������� ����� �����$ ��� ������� �������� �� ���
������� Y����������Z �� ���������	 �$����� ��������������� �� ���� ����� ��� �������
���������� L=������# 8;7"M �� ����� ������ ��� ��� ��������# ���� ��# ��� �+�����#
���	���� �����	��� ��� �������� ����� ������ L����� [ 5������# 8;;7M	 ,� ���
����� ����# �� ��� ���� ������ ������� ��* �������# *���� ��$ �� ������&�� ��
���������� ������ ����������# ���� ���� ��������	 .� �����%����� ������ ��%
��������# ��������� ��������� ��� ��������� ����� � ����������'�� �������������

‡��� ������� �� ����
 �� Y������ ���������� ��	���	 6 ������ &344/'5
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(����� �	8� ��������� ����������� �� ��� �����%����� ������ ��������	

����� ���� �� ������� ����� ��� ���������$ ���� ��������� �� ���� � *�$ ���� ���
������ *��� ����������� �� ��� ������� ���������� ���� ������$ ���������	 .� �����
�� ����� ��$ �������������� ���������# *� *���� ��)� �� �������'� ���� ��� ����
Y�����Z �� ���� ���� �� ������ �� �������� ���������� ��������� ��� ����������
��������� ���������# ��� ��� �� �����+����� ����������� �� ��� �����������# ��
����# ��� �+�����# �� ������������� �������� L������ [ 2����# 8;;9M	�� ��� ���%
���� �������� �� ��������� ������������$ �� (����� �	8	 ���� �� ��� ����$ *��)�
�+�������� ��� �����%����� ��������# ���� �� ��� ��	��
 ����������� L�����#
8;;�R ����� �� �+# 8;;:R ����� [ � 1���# 8;;;R ����� [ ��I�'��# ��� M ���
����	����������� ���������	 	������� L2���C� [ 1������# 8;;"M# �� ��� �������
�� �+������ ����������� �� ��� �����%����� ����	 ��� &��� �+������ ����������� ��
� �������� ������� ���������� �� � ������ �� �������$ ������� ����������$ ��������%
����� �� ��� �������� ����� *�� ����� �$ � 2���� �� �+ L8;;7M	 
��� �������$#
�� ��� ����� �� �������� �����*�� ���� ��� ���������� ���������� &��� ���# ��
����������# ���� ���� ������ ����������# B��������� L8;;;�M ��%�������� ��� �����
�� � 2���� �� �+ ��� �������� �� �+������� ����$��� �� ���$ ������� L�� 2���
�� �+# ��� M	

H���� ��� �������� �� ��������� ��������%����� ������ ������� ��� ���� ����%
�����$ ������������ ��� �� ���������$ *��� ����������# ��� �����%����� ������
&��� �� ����� ������ ���� ���� � ���������� �� ������������$ ��������� ���������
����������# *������ ����� ����������� �����������	 ��� ���� �� ���� �������� �� ��
������� � ����$��� �����*��) ���� ������������ ��� ����� ��������$ ���������
������� ��� �� ����$'� ����� ������������ �� *��� �� ����� ����������� ��������	
��� ����$��� �� ����� ������� *����� � ������ �����*��) ����*� �� ��������%
���� ���*��� ��� ��������� �������� �� ��� ��������� ��� ����� ���� ������ ���$
��� ���������� �������	

� *���%����������� �������� ���� ������� �� ��� �����%����� ������ �����%
*��) �� ��� ��� ��	��
 ����������� ������������� L�����# 8;;�R ����� �� �+#

������ ��� �>����� � ����� ����� ���������� ���>��� ���� �>� 	����� �� �� ���� I��
��J�
�� �� ��
�� �
�������� �� ������������� ������:����� ��" �� �����
���
 �� �� ������� ��
��
�� &�� �� ������������� �������� �����' �� ���	��	�� �� �� I���������J ���	�����5
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(����� �	�� ��� �����%����� ������ *��� ��+�����$ �����$	

8;;:R ����� [ � 1���# 8;;;R ����� [ ��I�'��# ��� M	 ��� ����������� �������
�� ��� ��	��
 ����������� �� � ���������� �$�� �� ������������� �����# �� *����
� ��������� ������ ��	��������	 
���� �� ������� *��� � ��� �� ���������� �����%
����� ������ �������� �	��	 �	�� ���� � �*�%���� ��������X���$ ���� ��������
��������� ��� ������ ��� ������� ����������	 @������ ����� ������ ����� ����
���� �������� *����� ��� ��� ��	��
 ����������� �����*��)# ��� ���$ ��� ��� ��
� ����*��� ��������� ������ ��� ��� ���)��� � ����������� C����&������	

,� ��� ����� ����# ��� ���������� 
�����	� ����	� LB������ [ 
����# 8;"8R
2�����)��# 8;;"�M ��� ��� �������	����� LB���������# 8;;;�M ������� ������� �
�$�������� *�$ ��� ��� ���������� �� ����� ������ ����� �� ��� �����%����� ������
�����*��)# *������ ����� ���������� �� � ���������� �$�� �� ������������� �����	
�� *� ���* �� ��� �����*���# ���� ��� ���������� �������� ������ ��� ��� �����%
������$ ������� ��� �� ���� ���� ��� ��� ��	��
 ����������� �����*��)# ���# ��
����# �� ���� ����� ��� �����%������$ ������ ����� �� ��� ���� ������ ���� ��
���� ���������� �������� ������	 
�������# ����� ���+�������$# ���� �+������ ���
��	��
 ����������� ������� ��� ��%������� �� � ���������� �������������� �� ���
�����%������$ ������	

.� ������ �� ����� ���� (����� �	8 ��������� ��� �����%����� ������ ��������
�� ��� Y����Z ����# *���� ��� ����� ������ �� ����� �����$ �� ��� ������� ����������
������	 =�*����# ���$ �����%����� ������ ���������� ������ ��� ����� �����
��� ���$ ��� ������� ������# ��� ���� ���� ���������� ����������� �������� ������
��� ������ ��� ������ �� ��� ��+�����$ �����$# �� ��������� �� (����� �	�	 .�
����������# � �������$ ��������� ����� �� �����������$ ���������� ������ ���������
�� ������������ �	������� L����)�� �� �+# 8;;;R 5����c��� [ 5�'���# ���8M ��$
�� ���������� � ���������� �����'����� �� �����%����� ������ *��� �� ��+�����$
�����$ ���� ������ ����%������$ ��������� ����������� ������ ��� ������	 -��
���$ ��� ����� ���������� ������ �� ��� �����%����� ������ ��������# ��� ���$ ��
���� ��� �������$ ������$ ������� �� ��� ��� ��	��
 ����������� ��� �����%������$
�����*��)�# �� *� ���* �� ��� �����*���	

��� ��������� �� ��� ������� �� ���������� �� �����*�	 .� ������� �	�	8 *� ��������



�	�	 
����%����� ������ ��7

�����%����� ������ �� ������� ����� ��� ������� ���������� �������� ������ ���
�����%������$ �� ���������� �����'������ �� ��� �����%����� ������ ��������	 ���
������������ ���*��� ��� �*� ������� �� ���� ��������� �� ���� �������	

������� �	�	� �������� ��� ��� ��	��
 ����������� ������������� ��� ���������
��� �������������� �� ��� �����%������$ ��� ��� ���������� �������� ������ ����%
��� ����� ��� ��� ��	��
 �����������%�$�� ������������ ��������� �� � �����	

.� ������� �	�	0 ��� ��������� �� ������������ �	������� ��� ��������� �� �
���������� �����'����� �� �����%����� ������ *��� ��+�����$ �����$	 �� �������*
�� �+������ ��������� �� ������������ �	������� �� ����� ��� ����� ��������� �� ���
��� ��	��
 ����������� �����*��) ��� ��� �����%������$ ������ ��� ���������	

������� �	�	 ���*� ���� ����������� ��� �������� ������� ����������� ������
�������� ����������	

��	�� ��� �����,!���� ������ ��������

5�� �� �������� � ������'����� ��������� (S, f)# *���� S �� ��� ��� �� �������
������	�# f �� ��� ��B������ ��	����	# *���� ������� �� ���� �������� s ∈ S � ����
����� f(s)	 ��� ���� �� ��� ������'����� ������� �� �� &�� �� ������� ��������
s̄# ���� ��# � �������� �������� �� ������� ����	 ��� ��� �� ��� ������� ��������� ��
������� �$ S̄	

�� � ���$ ������� �����# ��� �����%����� ������ �������� �������� �� �����
���� ������'����� ������� �$ ��������� ��� �����*��� �*� ������

• 1�������� ��������� ��� ����������� ����� ���� ����������'�� �������������
�����# ���� ��# � ����������'�� ����������$ ������������� ��&��� ���� ���
�������� �����	

• ��� ��������� ��������� ��� ���� �� �����$ ��� ������� �� � *�$ ���� ��
������ �� ���� ������ �������� ��*��� ��* ���� ���������	

�� �� ��� ���� ������$ ���������# ��� ��$ ���� ��� �� ��+�����$ �����$# �� *����
���� ��������� ����������� ��������� ������ ��� ������ �� ������	 ��� �����$#
*���� ��$ �����# ��� �+�����# ����������� �� ��� ������������ �� ��� ���� ������
�� � ���������� �� ����%������$ ���������# ��� �� ����� ���� ��� ��� ����� ������	

�������# �� ���� ����� *� ��$ *��� �� ����� � ��* ����� �� ����$ ���������#
������ ���� �� ����������$ ������ ��� ���� ���	

(�� ��$ ��������� ��������� �� ���� ������� ������# �*� ����������# �����%
�������� �� ��� �*� ����� �����# ���� �� �� �������������

• � ������������� ����� ����*��� �� �6����� ���������� �� ��������� ���������	

• �� ������ ���� ��� ��� ������� ���������� ���A�� ���������	

���� �����	� ������ �	�� �� 
��� �� � �� ���:����� ������� �� �����
���
5
���� ���	��	�� �� �� ��
�� ��" �� � �
 �� �
������ >�� �����" ��� ���������� �����

	�
���
� �� ������������"� �� ���	��	�� �� �� ��
�� ��" �� ����>�
 �� ����� �� >���5
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.� ��� ��������� �� ���� ������� *� ������� �*� �$�������� ���������� *����� ���
�����%����� ������ �����*��)# �����$ ��� ���������� �������� ������ ������
��� ��� �����%������$ ������# *���� ����� �� ���� �� ����� �� ��&�� ��� ������
���������# ���� ��# ��� ������ ���� ��� ��� �����	 H� ���* ����# ��������
������ � ���������$ ��3����� ����������# ��� �*� ���������� ��� ������$ �������	
.� ����# *� ���* ���� � ���������� ������� �� ��� �����%������$ ������ ��������
��� ���� ������� �� ��� ���������� �������� ������ ������ ����	

���������� ��� ��������� �� ���� ������� *� ������ ���� � �����M �� �����%
��� ������������� ������ �� ����� ��� ���� �� �� �+�������� ������	 �����&����$# *�
���� �� ������ ���� ��� ����$ �������� �������� s# ��� ������������ δs L��&��� ��
δs(s

′) = 1# �� s′ = s# ��� δs(s
′) = 0 �����*���M ������� ��M	 ���� ��������� ��$

�������$ �� ����+�� �$ �������� ������� ���� δs �� �� ��� ������� �� M# ���� ��#
���� ����� �+���� � �������� Pl ∈M ��� *���� lim

l→∞
Pl = δs	 ���� Y�+������������Z

���������� �� ������ �� ����� �� ������ ���� ��� �������� ��� ����������� �� ���
���+����$ �� ��$ ��������# ��� ������� �������� �� ����������	

��� ���	�����	 ���#���� ��	��� �����#

5�� �� ������ ���� ��� ����� ��������� �� &+��# ��� ��� ����� �����# M# ��
�������$ ����������'�� �$ T ∈ Φ ⊂ �m# *���� Φ �� �� m%����������� ���������
�����	 .� ����� *����# M = {PT |T ∈ Φ} ��� ��� ��$ s ∈ S ��� �������� PT (s)
�� �������� *��� ������� �� T 	

��� �������� ������'����� ������� ��$ �� �������� *��� ��� �����*��� �����%
����� ���������� ��3��������	 �������

T̄ = arg max
T
E(T ), L�	88M

*���� E(T ) = ET Qf (s)# ET ������� �+��������� *��� ������� �� PT # ��� Qf(s)
�� � &+�� $����� ��	����	# *���� �� �������$ ���������� *��� ������� �� f # ���� ��#
Qf (s1) < Qf (s2)⇔ f(s1) > f(s2)	

.� ��$ �� �����$ ����&�� ����# ����� ��� Y�+������������Z ���������� *� ����
����� ��� ����� �����# ��� ������� �� PT̄ L���� ��# ��� ��� {s|PT̄ (s) > 0} M ��
����������$ ��������� �� S̄	 ���� ������� ���� ������� ������� L�	88M �� ����������
�� ������� ��� �������� ������������� ������'����� �������	

,�� ��$ ���� ������ ��� �� ������� L�������$ � ����� ���M �� ��� �������
����� �� >������� �	88 ����� � �������� ������ ������X�� ����� *����# ��������
������ ��$ �� ���� �� � ��������� �� ������ T *��� ��� ���� �� ������� �	88�

	 
���� ��� ��� ������� ����� T 0�

	 �� ����� t� ��������� ��� �������� ∇E(T t) ��� ������ T t+1 � ��
T t + αt∇E(T t)� ����� αt �� � ��������� ����������

�����������"� �� ��������� ���	������ ����� ��� �� �	������ �� ������	�	��" 
�H����=
������5
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��� �������� ��� �� ����������# ������� �� ���� ���� ∇ ln f = ∇f
f
# �� �����*��

∇E = ∇ET Qf (s) = ∇
∑

s

Qf(s)PT (s) =
∑

s

Qf (s)∇PT (s)

=
∑

s

PT (s)Qf (s)
∇PT (s)

PT (s)
=
∑

s

PT (s)Qf (s)∇ lnPT (s)

= ET Qf (s)∇ lnPT (s). L�	8�M

=�*����# ��� �������� ������ ��������� ������ �� ����������� �� ��������# �� ���
��� ���������� � ��������� ���� ��� *���� ������ ����� �� ������	 � ���� ����%
����� ����������� *���� �� �� ��� ���������� �������� ������ LB������ [ 
����#
8;"8R 2�����)��# 8;;"�M# *���� �������� ��� �+��������� �� >������� �	8� �$ ��
��������� ���� �� � ������ ��������� ���� PT 	

��� ������ ���� ��� ��� ���������� �������� ���

T t+1 = T t + αt

∑
s∈�t

Qf(s)∇ ln PT t(s), L�	80M

*���� �t �� ��� ������ �� ��������� t	
.� ����� �� ������ � ��������� ��������� ���� ��� ���������� �������� ������

��������# *� ���� � ����� ��� *���� ��� ����������� �� ln PT ��� �� ����������
�6������$	 .� ������� �	�	� *� ���* ��* ���� ��� �� ���� �� ��� �����+� �� ���
��������� ������������ ������ ���� �� ��� ��� ��	��
 ����������� �������������	

��� 	����(������� �����#

��� ����� ����� ������ ��� �����%������$ ������ ��� ������������� ������'�����
��� �� ������$ ����� �� � 2���� �� �+ L8;;7M	 =�*����# ��� ���� �����������
�� ��� ������ *�� ����� �� ��� *��)� �� B��������� ��� ��%*��)���# *�� ����
��������$ �������� ���� ������ �� � ���� ��� ���� ������ ���������� �� ����������
���������� LB���������# 8;;;�R 5�����# 8;;;M ��� ���� ����� ������� �� �� ���
&��� �� ������������� ������'����� LB���������# 8;;;�# ���8M	 .� ���� �������*
*� ����� �� ��� ������� ���� �� �����%������$ ��� *� ������� � ������������ ��
��� ���� �������� *������ ��������� �� ���� ������ ����������	 ���� ������������
������ ������ ���� �����������*��� �� ��� ���������� �������� ��������$	��

�������� ���� ���� ������� ������������ P0 ∈ M# ��� �����%������$ ������
����������$ ������ � ������ �� ������������� Pt ∈M# �� �� ������� �� �������� ���
����������$ �� ���������� ��*%���� ��������� ����� ���� ���������	 � ��������� *�$
�� ������� ���� ���� �� �� ��� Pt+1 ����� ��

P̂ ∝ PtQf , L�	8 M

��$�� �� ��������� �� �	���� 
������� >� ����� �� ���������
 ���
�� �� �� �������� >��;� ��
�	�������� &-888�'5
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*���� Qf ��# �����# ���� ������$ ��������# ��������� �� ��� ���� �����	
.� ���� *��� ��������# ����# ��� ���� ����������� ������$ ���������#�� ����� n

��������� *� *���� ������ Pn ∝ P0(Qf)
n	 1����������$# �� n→∞# Pn *����

�������� �� � ����������$ ������������ ���������� �� S̄	 4�����������$# ���� ��
��� ������������ Pt ������� �� ��� �����$ M# ��� ������������ P̂ �� ��&��� �$
>������� �	8 ���� ��� ����������$ ������ ��M#�� ����� ���� ���� �� ���C������
�� ������	

����������$# � ������� ��������� ��� Pt+1 �� ��� ������������ P ∈ M ����
������'�� ��� 6������,����� �����
�	�� LF������)# 8;";M# *���� �� � �������$
���� ������� �� ���&� ���*��� �*� ��������������

D(P̂‖P ) =
∑

s

P̂ (s) ln
P̂ (s)

P (s)
,

�� �����������$ ��� �����%������$�

−
∑

s

P̂ (s) lnP (s).

����� P̂ ∝ PtQf # ��� �����%������$ ������'����� �� ���������� �� ��� �����*���
��+���'����� ��������

Pt+1 = arg max
P∈M

∑
s

Pt(s)Qf (s) lnP (s). L�	8"M

.� ������ �� ����� ���� �� ��� �����%������$ ������# ��3������$ ���� *��� ����
�$ ���������� �������� ������# ��� ������$ �������� �� ���$ �������� �� �� ���%
���������� *��� ������� �� ��� ���� ��� ��$ ���� �� ����%���������# ������ ��%
��������������$ �� �������������$	 (�� �+�����# �� ����� ������ �� ��� ������
������� �� ���	 ,�� ������ ������ �� Qt

f (s) = I(f(s) < ft)# *���� I �� �� ��%
������� ��������# ��� ft ��# ��� �+�����# ���� �������� L��� �+�����# ��*�� 8�bM
�� ��� ���� ������������ ������ ��� ���� ���������	�� ������� ������$ �������� ���%
������� �� B��������� L8;;;�M �� � 2���'���� �������� Qf (s) = exp(−f(s)/γ)#
*���� γ �� ������� ���������$ ����� �� ��� ������	

��������$ �� ��� �������� ������ ���������# ��� ��+���'����� ������� �����
�� >������� �	8" ������ �� ������ �� ��������# �� ��� ���������� �� ��� ��������∑

s Pt(s)Qf (s) lnP (s) �������� ��������� ���� ��� *���� �������� �����# ���
���� ����� � &���� ������ �����+������� �� ���� ��������

Pt+1 = arg max
P∈M

∑
s∈�t

Qf (s) lnP (s), L�	8:M

��!������ ���	�� ��� �� ��>� ��� ���" ����=
����
��� G	����" �	�������5
���� � ������ � ������ �����
�� �� ���� >���M �������� ��� 
������	����� ���� �� �����"

��������� x, y �	� ��� x ��
 y ��� ��
����
���� ��
 �� G	����" �	������ �� Q(x, y) = 2� ��
x = y = 0� ��
 - ����>���5 ��� ��� � ������ P0 �� �� 	������ 
������	���� &���� ��M'� ���
P̂ (x, y) = 2

5 � �� x = y = 0� ��
 1
5 ����>���� ��
 �� ��� �� �����" ������
 ��� P̂1 �� ��� ��M5

����� ;��
 �� G	����" �	������ >�� ���� 	��
 �� �� ����� �	 ��� &-889'5
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*���� �t �� � ������ ���� Pt	
-��� ���� �� ��� ������$ �������� �� �� ��� ���� I(f(s) < c)# ���� >���%

���� �	8: ��&��� � ��3������������� �����# *��� ��� ������ ���� ��� ������%
���� ����� ���������� �� ��� ���%������$ ���������	 H��� ����� ������$ ���������#
>������� �	8: ��$ �� ����������� �� ��&���� � *������� ��+����%��)�������
��������	

.� ���� ���������$ ������ �����# ���� �� *���� ��� ��������� �� �������� �	�	�
��� �	�	0# ��� ������� ����� �� >������� �	8: ��� �� ������ �+����$	 .� �������#
��*����# ��� ����$����� �������� �� �����������	 �����# ���� �� ��� �+��� �������� ��
��� )��*�# ���� ��������� ������� ��� ������� ���� ������'����� ������� ��$ ��
����	

� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ��+���'����� �������
����� �� >������� �	8:# �� �������� �������

	 
���� ���� T ′ = T t� ����� �������� ����� ��� �������� ��� ���� �� ���
��� ������� ��� ����� �� ��� ������ T t+1 � �� ���� � T t�

	 �������

T ′ ← T ′ + α
∑

s∈�t
Qf (s)∇ lnPT ′(s)�

����� α �� � ��������� ���������

 ���� ��� ������� �������� �� �����!���

	 
�� T t+1 = T ′�

.� ������ �� ����� ����# ����� ��� ��* ������ T t+1 �� � ������ ��������# ������%
��� �� � ������# ����� �� �� ��� �� ������� ��� �������� ������ ������� ���� ����
�����������	 .������# �� ����� �� ������ ���� ���������� ������� �������� �����#
*� ��$ ��� � &+�� ������ �� �������� ������ �������	 ,�� ���������� ������#
*���� �� �� ������� ��������# �� ��� ��� �� � ������ �������� ������ ������# �������
�� ��� �������� �����

T t+1 = T t + αt

∑
s∈�t

Qf(s)∇ ln PT t(s), L�	87M

*���� �� ��������� �� ��� ���������� �������� ������ ������ ����� �� >������� �	80	
=�*����# �� �� *�� ������$ ��������� �������# ��� �����%������$ ������ �������
���� ������������ �� ��� ������$ �������� L��� �+�����# ����*��� �� �� ������ ����
����M# ����� ��� ��������� ��������� ��$ �� ���� �� � ��������'����� �� ����������
�������� ������	

�� *��� ���������� �������� ������# �� ����� �� ���� �� �6����� ���������# �
����� �� ������ ��� *���� ��� ����������� �� ��� ����������� ��� �� ������� ��� ��
���������� ����	 .� ��� ��+� �������# *� ���* ���� ���� �� ������ �������� ��� ���
������ �$������$ ���� �� ��� ��	��
 �����������	



�0� ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

��	�	 ��� ����� ������������

�� ���# *� ���� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ���������� ��� �������� ���
�����	 =�*����# ���� �� ���$ ��� ��� �� ��� �*� ���������� ������ �� ��$ �����%
����� ������ ���������	 .� ����� �� �������� ��� ����������� �� � �����%�����
������ ���������# � ������������� ����� ����� �� �� �����&��	

.� ���� ������� *� �������� ��� ��� ��	��
 ����������� ������������� L�����#
8;;�R ����� �� �+# 8;;:R ����� [ � 1���# 8;;;R ����� [ ��I�'��# ��� M ����
�����$� � ���������� �$�� �� ������������� ����� �� *���� � ��������� ������ ��	�
��������	 
���� �� ������� *��� � ��� �� ���������� ���������� ������ �������� �	��	
��� ����&���� ���� ����� ��������� �� �� ��������� ������ ����� ����� �����������
������ �� ��� ������������ �����	�	 ����� ���������� ��� ������������� �����# *�
������� ������� ������� ���� *��� ��������� �� ��� ���� *����� ��� ��� ��	��

����������� �����*��) �� *��� �� ��� ���� ������� ���� ��� ���������� ��������
������ ��������� ��� ��� �����%������$ ������	

��� ������ ����	�
�����>��� ����������	 ��#��

H� ������ ���� ��� ������������� ������'����� ������� (S, f) �� ������ �� �
������� ���� ��� �� ����������'�� �$ ��� �����*��� ���� �� �������


• � &���� ��� C = {c1, c2, . . . , cNC
} �� �����	�	��	

• � &���� ��� X �� ������ �� ��� �������# ��&��� �� ����� �� ��� ��� ��������
��������� x = 〈cl, cj, . . . , ck, . . .〉 ���� ��� �������� �� C	 ��� ������ �� �
�������� x# ���� ��# ��� ������ �� ���������� �� ��� ��������# �� �+�������
�$ |x|	 ��� ��+���� ������ �� � �������� �� ������� �$ � �������� ��������
n < +∞	

• ��� ��� �� L���������M ��������� S �� � ������ �� X # ���� ��# S ⊆ X 	

• � ��� �� �������� ������ X̃ # *��� X̃ ⊆ X # ��&��� ��� � ��� �� ��	�����	�� Ω	

• � ���%����$ ��� S̄ �� ������� ���������# *��� S̄ ⊆ X̃ ��� S̄ ⊆ S	

/���� ��� ����� �����������# �	�� ����� ��������� ��������� �$ ���������� ���%
����'�� *��)� �� ��� ���������$ ���������# *������� ����� G = (C,L, T )# *����
��� �������� ��� ��� ���������� C# ��� ��� L ����$ �������� ��� ���������� C#

���� ��	�
 �� ����
 ��� �� ���� �"�� �� ��
�� >�� ����� &����	� ��
����
����"' 	��
 ��
�� �����=������" �����>��; 	�
�� �� ���� ���
���	�� �	
����	�� ��	�
�" &�	��������� -888��
344-'5

�	E�> ��� ������� ��� �� 
��� �� �������� �� ���� 
�������
 �� � �	���� �� ������� >��;�
�� �� ��� ����� �����������������	������5 !��� ��� � ������ ������ 6 �� (��� &-888'� ������
�	 ��� &-888'� �� ������ 6 !�T�:�� &344/'5
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��� T �� � ������ ��������� ��%������ �������	� ����� τ 	�� ��� ����� G �� ������
��	��������	 
����	

>��� �	� �� ��� �� � �������$ ������ �����+ �� ��� ����� ��� ���� �� ��������
� �������'�� *��) �$ ������ �� ���� ���� ���� �����+ �� �����+ �� ��� ����� ��
���� � *�$ ���� ��� ��+� �����+ �� ������ �������������$ ��������� �� ��� ��������
�� ��� ��������� ��������$ �� ��� ����	 H���� ������ ���� ��� ���� �� �������
�� ��� ����� G# ����������� Ω ��$ �� ���� �� ������� ���� ���� �������� ����������
���������	 (������$# ��� �������� ������������ �������� �� � ������� ��� ��� ��
��������� �� �����*��

ant solution construction

	 �� ���� ����

	 ������ � ����� ��� c1 �������� � ��� ������ ��������� ���������
	 ��� k = 1 ��� xk = 〈c1〉�

	 "���� xk = 〈c1, c2, . . . , ck〉 ∈ X̃ ��� xk /∈ S ��� Jxk
�= ∅ ��

�� ���� ���� k� ����� �������� ��� ��#����� xk� ������ ��� ���� ���
$�������% ck+1 ������� �������

PT (ck+1 = c|xk) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F(ck,c)

(
τ(ck, c)

)
∑

(ck,y)∈Jxk

F(ck,y)

(
τ(ck, y)

) if (ck, c)∈Jxk
,

0 otherwise;
L�	89M

����� � �������� (ck, y) ������ � Jxk
�� ��� ��� �� ��� ��#�����

xk+1 = 〈c1, . . . , ck, y〉 �����!�� ��� ���������� Ω $���� ��� �� xk+1 ∈ X̃ %
��� F(l,j)(z) �� ��� ������ �������&��� ������� zαη(l, j)β�
����� α, β > 0 ��� η ��� ��������� '(���������) (����� $*��� �� �	1�
+,,-%� .� �� ��� ����� xk /∈ S ��� Jxk

= ∅� ���� ��� ��� ����������
������ ��� ������� � ��������� ��� ������� ����� xk �� ����������

��

(�� ������� ��������# ��� ��$ &�� ������ �� ��� � ���� ������� ������# *����
F ������� �� ��� ��������� ������ �� ������� Y�������Z �����������# ������ ����
C��� � ������ ���	 
�������# ������� �� ��� ��	�������������	� ��� �����# ���%
������ ��������� �������# ���� �� ��� ���������	�������������	� ��� L����� [
/����������# 8;;7M# ��$ �� ����������	

���������� ������ ��� �� ���������
 �� ����������� ������������ �� ���5 �� �� �����>����
	����� �����
 ����>���� >� ���	�� ��� �� �������� ������ ��� ���������
 �� ������������ ��
��� τ(l, j) �� �� �������� ���������
 �� �� ���������� ���>��� ���������� l ��
 j5 �� ��
����������>��
 �� � ���
 �� ��������� �� �� ���� �����5

����� ���	����� ��" �� ��������
 �" ����>��� ��	� �� �	��
 ���������� ���	����� �� >���5 ��
�	� � ���� �� ������������" ������" ���� �� 	�	���" �

�
 �� �� ���� �	������5 E�>����� ��
��	�
 �� ����
 ��� �� ���� �������� ��� ����� ������������ >�� ������
 ��� �� 
��
=��

���	����� 
��� ��� ���	�5



�0 ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

��� ������������� ���� ����� �� >������� �	89# �������� *��� ��� ������$���
������������ �����# ���������$ ��&��� � &��� ��������� �� ��� �����%����� ������
���������X��� ������������� �����	 =����� ������ ��� ������������� �����# ���
��+� ���� �� �� ������ ��� ��������� ������ ���������	 .� ��� �����*���# *�
�������� ������� ������� ���� *��� ��������� �� ��� ���� *����� ��� ��� ��	��

����������� �����*��) �� *��� �� ��� ���� ������� ���� ��� ���������� ��������
������ ��������� ��� ��� �����%������$ ������	

��� ������ ����	�
�����?��� ��������� ��#����


��$ ��3����� ������� ��� ��������� ������ ���� ���� �������� *����� ��� ���
��	��
 ����������� �����*��)	 (�� �� �+������� �������*# ��� ����� [ � 1���
L8;;;M# ����� [ ��I�'�� L����M# ��� ����� [ ��I�'�� L��� M	 
��� ���������
������� ��� �� ��������� ����� ��� �����*��� ������� �������

Generic AntColonyOptimization Update

	 ∀s ∈ �̂t, ∀(l, j) ∈ s : τ(l, j)← τ(l, j) + Qf(s|�1, . . . , �t)

	 ∀(l, j) : τ(l, j)← (1− ρ) · τ(l, j)� ����� �l �� ��� ������ �� ��� l���
��������� ρ� 0 ≤ ρ < 1� �� ��� �(������� ����� ���Qf (s|�1, . . . , �t) ��
��� '#������ �������)� ����� �� ��������� ��#����� � �� �������������
���� ������� � f ��� �� ��!��� (�� ��� '��������� ���) �̂t�

�3����� ��� ��	��
 ����������� ���������� ��$ ��� ��3����� ������$ ���������
��� ��������� ����	 (�� �+�����# �� ��� ���$ &��� ��� ��	��
 ����������� ���������#
��� �
��� L����� �� �+# 8;;8# 8;;:M# ��� ������$ �������� *�� �����$ 1/f(s) ���
��� ��������� ��� �̂t = �t	 .� � ���� �������$ �������� ������# ������ ��������	 ����
������ L����� [ /����������# 8;;7M# ��� ��������� ��� *�� � ��������� ����������
��� ���� �������� *����� �tX�� ����� *��� ������� ���������%���� ���������# ��� ��
���� *�� ������ �������$	 (�� ��� 
�������� ������ L��I�'�� [ =���# 8;;7R
����� [ /����������# 8;;7M# ��� ��������� ��� ��������� ��� ���� ����� ��� ���
���������%���� ���������X��� �� ����� *��� ���� ���� ��� ������%���� ��������#
��� �������� ��� *�� ������	

.� ����� �� �+ L8;;:M �� ������ �������$ *�� ����������# �� *���� ��� ������
*�� � ����������� �� ��� �������� �*�	

.� ���� � ���� ��*�� ����� �� ��� ������� �������� ���� �� ���������# ��� ��$
��� ��� �����*��� ������$ �������� L
����''�# 8;;;M�

Qf(s|�1, . . . , �t) = τ0

(
1− f(s)− LB

f̄ − LB

)
= τ0

f̄ − f(s)

f̄ − LB
,

*���� f̄ �� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� ���� k ��������� ��� LB �� ��� ��*��
����� �� ��� ������� �������� ����	 H��� ���� ������$ ��������# ��� ���������
��� ��������� �$ ��������� ����� ���� �� ��� ������� ���� �� ��� ����� ������
���������# ������ ���� �$ ����� ��� �������� ���� ������	 .� ��������# ��� ������$
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�������� �� ������������$ ������ ����� �� ��� ���+����$ �� ��� ������� ���� �� ���
��*�� �����	

� ��������� ������# *���� �������$ ��3��� ���� ��� ������� ������ ���������
�����# *�� ���� �� ��� ��	��
 �
��� L����� [ /����������# 8;;7M	 ����� ���
���������� ��� ���������� �$ ��� ���� ������ ������ ��� �������� ������������#
����� ���$ ��� ���������� �������� �� ��� ������������ ���������	

�*� ���������� ����&������� �� ��� ������� ������ *��� ��������� �� ��� ���%
�������	 .� ��� &���#MAX/MIN ��� �
��� L��I�'�� [ =���# 8;;7M# ��+����
��� ������� ��������� ����� ������ *��� ����������	 H��� ���� ����&������#
��� ����������$ �� �������� ��$ ���������� �������� �� )��� ����� ���� ��������
���������# *���� ����� ���������� ������ ���������� ��� ��������� �����������
�� ���������� ���������	

��� ������ ����&������# �������� ����� ��� ���� �
�������� ��� ��	��

����������� L2��� �� �+# ���8R 2���# ��� M �� ��� �����+� �� �������������
�������� *��� �����$ ����� ���������# �� �� �������'� ��� ������$ ��������# �����
��������� �� ��������� ������� �� ��� ��������� �������

τl ← (1− ρ)τl + ρ

∑
s∈�t

Qf(s)sl∑
s∈�t

Qf(s)
.

H���� ��� ��� ������� ��������� ����� ��� �� � ����*��� ��������� ������# ���
���������� �������� ������ ��� ��� �����%������$ ������� ����* �� ������ �����%
����� ������ ����� �� � ���� �$�������� ������# �� *� ���* �� ��� ��+� �*�
�����������	

��� ���	�����	 ���#���� ��	��� ��#���

.� ������� �	�	8 �� ������ ���� ��� ��� ���������� �������� *�� ��������

T t+1 = T t + αt

∑
s∈�t

Qf(s)∇ ln PT t(s),

*���� �t �� ��� ������ �� ����� t	
�� ���*� �� 
������ [ ����� L����M# �� ���� ��� ������������ �� ���������$

��&��� �$ �� ��� ��	��
 �����������%�$�� ������������ �������# ����������'�� �$
��� ������ �� ��� ��������� ������# T # ��� �������� ∇ lnPT (s) ��� �� �6������$
����������	 ��� �����*��� ����������� �� � ��������'����� �� ��� ��� �� 
������ [
����� L����M	

(��� ��� ��&������ �� ant solution construction# �� �����*� ����# ��� s =
〈c1, c2, . . .〉#

PT (s) =

|s|−1∏
k=1

PT

(
ck+1

∣∣∣prefk(s)
)
,



�0: ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

*���� ����k(s) �� ��� )%���&+ �� s# ��� �����������$

∇ lnPT (s) =

|s|−1∑
k=1

∇ lnPT

(
ck+1

∣∣∣����k(s)).

(�����$# ����� � ���� �� ���������� (l, j) ∈ C2# ����� >������� �	89 ��� ��������
��3������������$ �� F # �� �� ���$ �� �����$ �����

• .� l = ck ��� j = ck+1 ����

∂

∂τ(l, j)

{
ln PT

(
ck+1

∣∣∣����k(s))} =

∂

∂τ(l, j)

⎧⎨
⎩ln

(
F
(
τ(l, j)

)/∑
(l,y)∈Jxk

F
(
τ(l, y)

))⎫⎬
⎭ =

∂

∂τ(l, j)

{
lnF

(
τ(l, j)

)
− ln

∑
(l,y)∈Jxk

F
(
τ(l, y)

)}
=

F ′
(
τ(l, j)

)/
F
(
τ(l, j)

)
− F ′

(
τ(l, j)

)/∑
(l,y)∈Jxk

F
(
τ(l, y)

)
=

⎧⎨
⎩1− F

(
τ(l, j)

)/∑
(l,y)∈Jxk

F
(
τ(l, y)

)⎫⎬
⎭

F ′
(
τ(l, j)

)
F
(
τ(l, j)

) =

{
1− PT

(
j
∣∣∣����k(s))

}
G
(
τ(l, j)

)
,

*���� G = F ′/F # ��� ��� ��������� �� F *�� ������� ��� ��� ������$ ��
������������	

• .� l = ck ��� j �= ck+1 ���� L�$ � ������� ��������M

∂ ln

(
PT

(
ck+1

∣∣∣����k(s))
)

∂τ(l, j)
= −PT

(
j
∣∣∣����k(s))G

(
τ(l, j)

)
,

• �� l �= ck# ���� PT (ck+1|����k(s)) �� ����������� �� τ(l, j) ���

∂ ln
(
PT (ck+1

∣∣∣����k(s)))
∂τ(l, j)

= 0.

2$ ��������� ����� �������# ��� �����*��� ��������� ������ ���� �� ��������
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StochasticGradientAscent Update

	 ∀s ∈ �t, ∀(l, j) ∈ s : τ(l, j)← τ(l, j) + αtQf (s)G(τ(l, j))�

	 ∀s = 〈c1, . . . , ck, . . .〉 ∈ �t, ∀l = ck, *��� 1 ≤ k < |s|, ∀j :

τ(l, j)← τ(l, j)− αtQf (s)PT (j|����k(s))G(τ(l, j))�

=���� ��$ ���������� (l, j) ���� �� ��� ������������ �� � �������� �� ����������
�$ �� ������ αtQf(s)G(τ(l, j))# ��� ��$ ���������� ��	������� ������ ��� ���%
��������� ��� ��� ��������� ������ ���������� �$ �� ������

αtQf(s)PT
(
j| ����k(s)

)
G
(
τ(l, j)

)
.

-��� ����# �� ��� ��������� ��� ����*�� �� ������� �����# � ���������� ��$ ��
������� ���� ���� ���� ��� ��� ���� ��������	

.� ����� �� ��������� ��������$ �� ��� ��������� ���������# �� �� ��������� ��
���� � ������� �������� ∇ ln PT (s)	 ���� ����� ���� � �������� F # ��� *����
G = F ′/F �� �������# ������ �� ����	 
������ [ ����� L����M ������� �����
F (·) = exp(·)# *���� ����� �� G ≡ 1	 .� ������ �� ������� ����� ���� ��# ��
��������# Qf = 1/f ��� αt = 1# ��� ������������� ���� ������� 1/f �� �� ���
�������� ��� �
��� �������� �$ ����� �� �+ L8;;:M	

��� 	����(������� ��#���

�� *� ���� ���*� �� ������� �	�	8# ��� �����%������$ �������� �������� �������
��� �����*��� ������������ ��������

Pt+1 = arg max
P∈M

∑
s∈�t

Qf (s) lnP (s).

5�� �� ��* �������� ���� ������� �� ���� ������� *��� � ������������� ����� ��
��� ��� ��	��
 �����������%�$�� �� �������	

����� �� ��� ��+���� ��� �������� ���� �� '���# *� �����

∑
s∈�t

Qf(s)∇ ln PT (s) = 0. L�	8;M

.� ���� ���������$ ������ �����# ��� �+����� *��� ��� �������� s �� �����������
�$ �� ������������� ������ �� ���� �� ������ n# (s1, . . . , sn)# ��� ����� �� � ������
��������� τl ��� ��� l%�� �������� �� ��� ������# ���� ���� PT (s) =

∏
l pτl

(sl)# ���
�$���� �� >�������� �	8; ������� �� � ��� �� ����������� ����������

d ln pτl

dτl

∑
s∈�t
sl=1

Qf (s) = −d ln(1− pτl
)

dτl

∑
s∈�t
sl=0

Qf (s), l = 1, . . . , n L�	��M



�09 ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

*���� ��$ ����� �� ������ ����$������$	 (�� �+�����# ��� pτl
= τl �� ��� �� ����&��

���� ��� �������� �� >������� �	�� �� �����$

pτl
= τl =

∑
s∈�t

Qf (s)sl∑
s∈�t

Qf (s)
. L�	�8M

���# �� ����# � ������� �������� ���� ������� �� � ���� ������� ����� �� 
��)��
����� ������ LB���������# ���8M	

-�*# ����� ��� ��������� ������ τl �� >������� �	�8 ��� ������ ���������#
*���� ������ ������ �� ��� ���������� ������# *� ��$ *��� �� ��)� ��� ��%
������� ���� ������ �$ ����������� ���� ������������ ���� ��� ������	 (��
�+�����# ������ ���� ���������� ��� ��� ��������� ������# ��� ��* ������ ��$
�� ��)�� �� �� � �����+ ����������� �� ��� ��� ������ ��� ��� �������� �� >���%
���� �	�8�

τl ← (1− ρ)τl + ρ

∑
s∈�t

Qf (s)sl∑
s∈�t

Qf (s)
. L�	��M

��� ��������� ������ �� ��������� �� ��� ��� ���� �� ��� �
�������� ��� ��	��

����������� L2��� �� �+# ���8R 2���# ��� M	

=�*����# ��� ���$ ����� �� ��������# >�������� �	8; ��� ������� ��� �� ��%
��$����� �������� �� �����������	 -�����������# �� ��� ������ ��������������� ��
��� �����%������$ ������ LB���������# ���8M# ��� ������ *�� �� ��� ���� �����
�� >������� �	�8X*��� ���� ����� �����)� ����� ����� >������� �	��X*����
��$ �� ���������� �� �� �����+������� �� ��� �+��� �������� �� ��� �����%������$
������'����� ������� ����� �� >������� �	8:	

�����# �� �������# ��� �+��� �������� �� ��� ���������# �� ��������� ������ ����
�� �������� ������� ����� �� �����$��# �� ��������� �� ������� �	�	8	 �� *�
���� ���*� �� ��� �������� �������# ��� �������� �� ��� ���%����������$ ��$ ��
���������� �� �����*��

• .� l = ck ��� j = ck+1# ����

∂ ln

(
PT

(
ck+1

∣∣∣����k(s))
)

∂τ(l, j)
=

(
1− PT

(
j
∣∣∣����k(s))

)
G(τ(l, j));

• .� l = ck ��� j �= ck+1# ����

∂ ln

(
PT

(
ck+1

∣∣∣����k(s))
)

∂τ(l, j)
= −PT

(
j
∣∣∣����k(s))G

(
τ(l, j)

)
;

• .� l �= ck#����

∂ ln
(
PT (ck+1

∣∣∣����k(s)))
∂τ(l, j)

= 0.
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��� ����� ������ ��$ �� ������� ���� ��$ ������� ��������� �������� ������ �� ���
�����%������$ ������'����� �������# ��� �+�����# ��� ��� ��������� �$ >���%
���� �	87	

�� ��������# *� ���� ���*� ���� �� *� ��� �	�8 �� � L�������$ �����+�����M
�������� �� >������� �	8:# ��� �
�������� ��� ��	��
 ����������� ��������� ��
�������	 .� �����*��� *� ��� � ������%���� �������� ������ ��� ������� �	8:# *�
������ � ��������'����� �� ��� ���������� �������� ������ ������# �� *���� ���
������$ �������� �� ����*�� �� ������ ���� ����	

��	�� �����,!���� &������ ��&�������

.� ��� Y����Z �����%����� ������# �� �� *�� ��������� �� ��� ������������# ��� ��%
��������'�� ����� �� ����������$ �������# ����� ��� ����������� �+������� ����
��� ������	 =�*����# �� ��� *���� ������ ������$ �� ���������� ���� � ������
������ �� ������� ����������# � ��� �� ������ ����������� ��$ �� ����	 .� �����
�� ��)� � ������ ��� �� ��� �������� �������# ���$ �+������ �����%����� ������
���������� ��� �� ��+�����$ �����$# �� *���� ���$ ����� ���� ���������� �����%
������ ��������� ������ ��� ������	 ���� ����������� �� ���� ���� �������� *���
��� ������ ������ ��� �������� ��� �����	 (�� �+�����# �� *� ���� ���� �� ���%
���� �	�	�# ���� �+������ ��� ��	��
 ����������� ���������� ����� ��� ���� �� ���
����%��%��� �������� �� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� ������ ���������	 �������
����������� *���� �� �� ����� ������� ����%������$ ��������� ����������� ������
��� ������	 ���� �� �+����$ *��� �� ����� ���� �� ��� ��C����$ �� ��������� ��
������������ �	������� # �������$ ��������� *����� ��� �����������$ �����������
��������$	

.� ��� �����*��� *� ���� � ����� �������* �� ���� �+������ ��������� �� �������
������ �	������� ��� ������� ����� ��������� �� ��� �����%����� ������ ����������
��������� �� ��� �������� ��������	

����	����� �� ����������� �������	�

�� ������$ ���������# ��� ��������� ������� �	������ ��� �� ���������� �� �� ��
�+����� �� ��� ��������%����� ��������# �� *���� ��� ������ �� ������� ��� �$
�������� ��� ���������� �� ��������� ��������� L�$������$ ����������� �$ � ������
�� ����M ����� ���������# ��������� ��� �������� ��������� L=������# 8;7"M	

��� ��������� ������� �	������ �������� ������ ������$ �� ��� ���������� ����
����� ��� ���� �����	
 �����# ���� *���� � ���� �������� ��� �� �����������	

�������# �� �� ������� ���� *��� � ������ ������ �� ��� ��������� ��������# �����
����)� *��� �� L���������$M �������� ��� ���������� �� ��� ����������# *���� ���
��������� �������� *��� ���� ��� ������ ��*���� ��*%���� ���������	 =�*����# ��
��������# &����� �� ����������� ��������� �������� ����� ��� �� �� � ��6����
���)# *���� ����� ���� Y������� �������Z ��������� ��������� ����� ����� �� ����
�����������	 ������� ������� �� ��� �+������� �� 
�	���� ����� L/������� [
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(����� �	0� /������ ����������� �� ��� ��������� �� ������������ �	�������	

�������# 8;97M# ���� ��# � ���� �� ���������� ��������$ ��� �� ��� &���� ����������
��'�# ���# �� � ������# � ��������� ����������� �� ���%������� ���������	

.� ����� �� ���� *��� ��� &����%���������� �3���� ��� ���� �� �� ������� ��
&�� �� �6����� ����������� �� ��� ���������A�������� ���������# ��� ���������
�� ������������ �	������� L
I�������� �� �+# 8;;:M *��� ��������	 ����� ����%
������ �������� ��* ��������� ����� ������������� ������# ������� �� ��������� ���
��������# ��� ��$ �� ��������� ����� ��� �����*��� ������� �������

EstimationOfDistribution Iteration

	 /������� ��� ������� ����� ��� ������� ������������ �����

	 ������� $��� �% ��� �� ������� �� ��� ��� ����

	 0���� ��� ���� ����� ��� ��� ���������

���� ������# *���� ��$ �� ���� �� � ���������� �$�� �� �����%����� ������ *���
��+�����$ �����$# �� ����������� ����������$ �� (����� �	0	

�3����� ��������� �� ������������ �	������� ��� ��3����� ������� ��� ���%
���������A����&������ �� ��� ������������� �����	 =�*����# ���� �� ���� ��� ���
���� ������ ��� ���������� ����� ����������X� L�������$ *�������M ��+����%
��)������� ����������	 .� ���� ������� ���$ ��� ��� ������$ ������� �� ��� �����%
������$ ������ ��������� ������� ���# �� *� ���* �� ��� �����*���# ���� �� ����
�����$ ���������� ����� �� �����%������$%�$�� ������	

.� ��� ��������� �� ���� ������� *� ���� �� �������* �� �+������ ��������� �� ����
��������� �	������� ��� ������� ����� ��������� *��� ��� ���������� ��������� ��
��� �������� ��������	 H� �������� �*� ��C�� ������� �� ��������� �� ������������
�	�������	 ��� &��� ����� �������� ��� ���������� ���� ��� � &+�� ������ �����#
*���� ������� ���� ����� ��� �� ������������ ���*��� ��� ��3����� ������ ����%
�����# ���� ��# ���� ��� ����������� �� ��� ��3����� ��������� ��� �����������	 H�
������� ���� ���� �� � ���������� )��� �� ��� ��	��
 �����������%�$�� ����� ���
���* ���� ��� ����� ���������� ���� �� ���������� ����� �� ��� ��	��
 �����������%
�$�� �������	 ��� ���������� �� ��� ������ ����� ����* ��� ������������ ���*���
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��� ���������# ���# �����������$# ��$ �� ����� ���� ��� ����� ��������� ��� ���
������� ����������	 4���)� ��� &��� �����# ���� ��� ������ ��� ��� ������
���������� ���� �$ ��� ���������� �� ��� ������ ����� ��� ��3����� ���� ���
���� ���� �� ��� ��� ��	��
 ����������� �����*��)	

.� ������ �� ����� ���� ��� �� ��� �����*��� ���������� *��� ���������$ �����%
����� ��� ��+���'����� ��������# ����� ��� ������� ������� *��� ���� �� �����
�� ��������� ���� ���� ��� ������'����� ������� ���� *� �������� �� ��� �����*���	

!������� ��#����#��	� ������ ������ ���������4 ��� ��� ����������
��������� �� ���� ������� ������ ��� ��* ���������# ����� �� �����$ �������# �$
������������$ ���������� ����������� ��� ����$ ��������# *��� ��� l%�� ��������
������ ����������$ pl �� ��)� ����� 8	 ���� ��$ �� ���������� � �����������$ ���%
��� ��� ��	��
 �����������%�$�� �����# �� *���� ��� ���������� ���������� ��
��� �����������# ��������� ������ ��� ���������� *��� ����������# ��� ����� ���
�� �����������	

��� ���� *�� ��������$ �������� �� �$�*���� L8;;0M# *���� ��� ��������$
������������� *��� ���������� �� *������� ����������� ���� ��� ���������� ���
�������$ ��������� �� ����� �� �������� ��������	 ����� ���� ��� ��������
���������# *���� ����� �� �� �� ���������� �������� �����*�� ���� ��� ���������
������� �	������ ��� ������ �� ����� ����������# ���� ������ �� ������$ �� ��%
������ �� �����%����� ������ *��� ��+�����$ �����$ �� ��� ���� �� ��� ��������
����������# *���� ���� ��� �
�������� ��� ��	��
 �����������%�$�� L��# ������%
�����$# �����%������$%�$��M ������ *��� �������� ���� ρ = 1 ��� ������������ ���
������������� �����	

� ������� �������� *�� ���� �� ��� ���������� ������	 ������������ ���������
L
I�������� �� �+# 8;;:M# ��� ���$ ��3������ ����� ���� �� ��� ���������� ������	
������������ ��������� �+������ ��������� ��������� ���������� *��� ���� ������� ��
������ *������ �� ��� ���������	

���� ���� �� ������ ���� ������� �� ��� ����	����������� ���������	 	�������
��������� L2���C�# 8;; R 2���C� [ 1������# 8;;"M# *���� ��� ���������� �� ���%
������$ �������� �$ � ����������$ ������#�� p# *��� ��� pl�� ��������$ ��� �� 0.5	 ��
����$ ��������� � ������ � �� ��������� ����� ��� ����������$ ������ ��� ���� ���
����������$ ������ �� ������� �� �����*��

PopulationBasedIncrementalLearning Update

	 �best ← � !��� ������ � ����� ��� ������� ��� ��

	 �� �(��� s ∈ �best� pl ← (1− ρ)pl + ρsl�

*���� ρ �� ��� �������� ����	

���� ��� ������ �� �������������	�� ����������� �������� �������� ������� �� �� ��
��=
����
 ����� ������� �� ��� I�	��J ���� ��
 ��� �� ����� �� ���� �	�����
 �������� ���������
�� �� ��
��=����
 ����� �������5
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�� �� ��� �� �����$ ����# ���� ������ �� ��������$ ��������� �� ��� �
��������
��� ��	��
 ����������� ������ *��� ��� ������$ �������� ����� ��� ��������� ���
��� ��*��� ���� ���������	 .� ����������# �� ���$ ��� ���� �������� �� ���� ��� ���
������# �
�������� ��� ��	��
 ����������� *��� ���������%���� ������ �� ��������	

(�����$# ��� ������ ������� �	������ L=���) �� �+# 8;;;M *�� �������� �� �
����&������ �� ����	����������� ���������	 	�������# �������� �� ��������� ����
���������$ ��� �$������ �� ��� ���� ������� ���������	 �����&����$# ��� ������
������� �	������ ��������� � ������� ���������# *��� ���������� ��'� n ��� �����$%
����� �����$ ���������� ���������# �� ��� �����*��� *�$	 �� ����$ ��������� �*�
���������# a ��� b# ��� ��������� ����� ��� ����������$ ������# ��� ���� ��� ����%
������$ ������ �� ������� �� �����*� L��������# *������ ���� �� ���������$# ���� a
��� ��*�� ����M�

CompactGeneticAlgorithm Update

	 ���� al �= bl� �� al = 1 ���� pl ← pl + 1/n� �������� pl ← pl − 1/n�

���� ����� ������ ��� �� �+������ �� ������ �������	 �*� �������� *��� ��������
�� =���) �� �+ L8;;;M	 .� ��� &��� �������# �������� �� �������� ����������� ��
��'� m# � ������ � �� ��'� m �� ��������� ��� ��� ����� ������ ����� �� ���� ���
����$ ���� �� ��� ��� {(sbest, b)|b ∈ �, b �= sbest}	 .� ��� ������ �������# � Y�����%
����� ����������Z �� ���������# ���� ��# ��� ����� ������ �� ���� ��� ����$ ����
�� ��������� ���� ��� ������	

-��� ���� ��� ����� ������ ������� �	������ ������ ��� ���� �� *������ ��
��� ��	��
 �����������%��)� ���� ���

pl ← pl +
1

n

(
al − bl

)
.

1����������$# �� ��� �� ���*� ���� ��� ������ ��� Y���������� �� ��'� mZ ������
������� �	������ ��� �� *������ ���

pl ← pl + ρ
∑
s∈�

Q(s)sl −
ρ

m

∑
s∈�

sl, L�	�0M

*���� ρ = m/n ���

Q(s) =

{
1 , s = sbest

0 , �����*���.

(�� ��� Y�����%����� ����������Z ������ ������� �	������# �� ��� �� ���*� ����
��� ������ ��� ���� �� ��������� �$ >������� �	�0# *��� ρ = m(m + 1)/n ���

Q(s) =
2 · ���)(s)
m(m + 1)

,

*���� ��� ������� ���)# m# �� �������� �� sbest	
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.� ��� �� �����$ ����&�� ���� ����� �*� ������� ��� ��������$ ��������� �� ���
�
�������� ��� ��	��
 ����������� ���������%���� ��� ���)%����� ������� ������%
�����$	 ��� ���$ ��3������ ���*��� ��� ������ ������� �	������ ��� �
��������
��� ��	��
 ����������� �� �� ��� ���� �� ��� ����������� ������	 .� ��� ���
���� ������� �	������ �� �� ����� �� ρ

m

∑
s∈� sl# *������ �� �
�������� ��� ��	��


����������� �� �� ����� �� ρpl# *���� �� �����$ ��� �+������ ����� �� ��� ������	

��#����� #����#��	��� ������ ������ ���������4 ��� ��� ���������� ��%
������� �� ��� �������� �������# ������� � &+�� ����� ��� ��� ���������� ���%
���������# �����$ ������������ ���*��� ����������� �� ��3����� ���������# ���
�������� ��3����� ����� ��� ����������� ��� ���������� �� ��� �����	 =�*����# ��
��$ *��� ������ ���� ������� ���������� ������� ���� ��������� ���$ �� ���C���%
���� *��� ������# ����� ����� ��$ �� ������ ������������ *����� ��� ����������
������������	

,��� ��� ��������� ����� �� ����� ����� � ������ ��)��*� ������������ ��%
�*��� ��� �������� ������������# ��� ������ &+�� ��������� ��� �� �� ���������
��� ��� ������� ��������� ����� �� �� �������� �������� *��� ��� ������� �����%
�����	��

.� ��� &��� ��������� �� ������������ �	������� ���� ��������� ��� �������%
����� ����������# ���$ ����*��� ������������ *��� �������	 ��� (�(�' ����%
�����# �������	��������	���3�����	
 �	��� �������	
# L� 2���� �� �+# 8;;7M#
*���� *�� ������$ ��������� ������� �� ��� �����+� �� ��� �����%������$ ������#
��������� � ���������� �� ��� ���� ��������� ���� �� ��� ��� ���������� � �����
������������ �� � ����� �� ���������� �$ ������'��� ��� F������)%5������ ��%
�������� ���*��� ��� ����� ��� ��� ���������� ������������	 ����� &����� ���
������� ����� ������������ �� �� NP %���� �������# (�(�' ���� � �����$ ������
��������� ��� ������������ ��� �����	 (�� � ����� ���������# ��� ����������� ����%
��������� L*���� ��� ��� ���������� �� ��� �����M ��� ��������� ����� ��� ������
�����������	

2���C� [ ����� L8;;7M �+���� (�(�' �� �*� ��������� ��������	 (����# ���$
��� � ������� ����� �� ���������$ ����� ������� �� ����� �������������# ���# ���%
��������$# ���$ ��� ���� �� ������� �� �+��� ���$������ ���������# ������ ����
� �����$ �����+�������	 ������# ������� �� �+�������$ ������� ��� ����������#
��� ����������� ������$ �� �������'�� �� � �����+ �� ����*��� C���� �����������
L*��� ���� *����� ����� �� ������ ���������M# *���� ��� ����� ���� ��� �������
���� ������������	

� ����*��� ���� ��������� �������� �� ��)�� �� ��� ��������� ������	 �������
������ ��������� L����)�� [ 
I��������# 8;;;M# *���� ��� ���������� �� �������
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����� � ������# ���� ��# � ��� �� �������$ ����������� ���������$ �����	�� ���
����� ��������� �� ���������� ����� � ��������� χ%������ ���� L
��������� [

��*����$# 8;77M ��� ��������� ������������	

��� ������� �� ������ $�� ���� ������� ������ ��� �� �*� ��3����� ��%
��������	 ��� &���# ��� �"������ ������ ������� �	������ L=���)# 8;;;M# ��
� �����%����� ��������'����� �� ��� ���������� ������	 ������������ ���������# *���
��� ���������� ������� ����� � �������� ������� �����	 .� ��� �������� ����%
��� ����� ��� ��������� ��� ������� ���� � ������ �� ����������� ��������# *����
*����� � ������� ��$ ������������ �� ���������	 ��� ������� ��������� �� �����%
����� �$ �������$ ������'��� ��� ������� ����������� ������ ������ L
�������#
8;;7M ��� ��� �����%������� ������������� ��� ��������� ����� ��� ���������� ���%
��������	 ��� ������ ��������# *���� �� � ��������'����� �� ����� ������ ���
����%����� ���������� ��������� �������# �� �� ��� � 2�$����� ���*��) ��� ���%
����� ��� ���������� L����)�� �� �+# 8;;;R >�+������� [ 5����c���# 8;;;M# *���
��� ���*��) ��������� ���������� ����� ���� �������� ���������� ��� 2�$�����
���*��) �������� L=��)�����# 8;;"M	

�� �������'�# ��� ��� ���������� ��������� �� ���� ������� ��� �������������
������ ���� ��� ��3����� ���� ��� ��� �����$�� �� ��� ��	��
 �����������	 @���%
��� �������� ��� ���� ��� �������� ��� ����� ���������# ��� �� ��� ����� ���������� �
L*�������M ��+����%��)������� L��# �����������$# ������� �����%������$M ������
�� ���� ��� ���������� ��� ������� ����������	

��	�# 4���������

����� ��� ���� ������ � ��* �������� ��� ������� ������������� ������'�����
�������� ��� ���� ��������	 ���� ��������# *���� *� ����� �� �� �����%�����
������# ���)��� ��� ������������� ������� �$ �������� ��� �������� ����� �����
� ������������� �����# *���� �� ���������$ ����&�� �� ��� ������ ��������	

H� ������� ���� ��$ ���������� ��������� ��������� �� ��� �����%����� ������
�����*��) �� ����������'�� �$ �*� ����������� � ������������� �����# *����
������ ����* �� �6����� ���������� �� ��� ��������� ���������# ��� � ����� ��%
���� ����# *���� ����*� �� ����������� ��� �������� �� ��� ����%������$ �������	
����������$# *� �������� �*� ������� ����������# ��� ���������� �������� ������
��� ��� �����%������$ �������# ��� �������� ������� ���������� ��� *� �������
���� ���������$ ��)��*� ������������� ���*��� ��� �*� �������	 (������# *�
����������� ��* ��� ���������� �������� ������ ��� ��� �����%������$ �������
��� �� ������� �� ��� �����+� �� ��� ��	��
 �����������# *���� �� � �$����� ���%
����������� �� ��� �����%����� ������ ��������	 
�������# *� ���� ���* ���� ��
���� ����� ��� ��������� ������� �������� *��� �+������ ��� ��	��
 �����������
�������	 (�����$# *� ���* ���� ��������� �� ������������ �	�������# �������� ��
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�	�	 
����%����� ������ � "

��� &��� �� ������� ����������# ���� ���� ���� ��� �����%����� ������ �����*��)#
��� ���� ���$ ��� ������$ ������� �� ��� ����� ���������� ���������� ����	

H���� ������� � ��� �� ������� ������# ���� �� ��� ������� ���������� ���� ���
���� ����������� ���������������	 1����������$# ���$ ����������� ��������� �����
�� �� *������ ����� ������������� ��� ������������ �� ��� ����������� �����������	

(�� �+�����# ���� �� ��� ��������� �� ������������ �	�������# *���� ��� ���
���C��� �� ������� �	�	0# ������� �� ����� ��� �� ��� �*� �����*��� ��������� ���%
�������# ������ �� ����� ���������� ���������� �� ��� ����������	 ��� &��� ��
� ���������� �� ���������# *���� ������� ���������� ��� ������ ������� ��� ��
���� ��� ������������ ��� ������������� �����	 ��� ����� �� ��� ��� �� � U�+����
����� ���������# *���� �� ���������� ����� �� ����������� �������� ���������	
=�*����# �� �� ����� ������� *������ ������ �� ����� ���������� ����� ��$ �����%
���� �� ������� ����%���� ��������	 .� ��������# �� ��� ���� �� ��� )��*�����# ���
��� ���������$%�������� ��������� �� ������������ �	������� ��������� �� �������
��#����� #����#��	��� ������ ������ ���������# ���� � 0# ���� ���� ��%
����� ���$ �� ������������� ������'����� ��������# *���� �� � ������ ��$�����
��������� �� ������������� ������'�����	�� .� ������� �� �� ���� *������ �������
���������� ��� �� �������� ��� � ���� ������� �������	 .� ������ �� ������� �����
����# �� � U�+���� ����� ��������� �� ���*� �� �� ����&���� �� �����%����� ������#
���� ��* �����%��������� ����� ������ �������$ �� ����	 ��� ��� �� ������� ���%
���� �����%��������� �����# �����*�� ���� ��� ������� �������� &���# ����� ��
�� ������������� �� ��� ������'����� �����+�# ����� ������+ ������ ��� ������$
��������������$ ���� �+�������# ����� � �������� L���� �� ������� ��������M ����
��*��� ������� ������ ������ �������$ �� �������	

������� ����������� �������� ���������# ��������� �$ ��� �������� ���������
�� 2���C� [ ����� L8;;7M# �� �� ��� � ���������� �� ��6����� ���������� ������
���� � ����������# ��� ��� ������������ �� ��� ������������� �����	 ���� ��� ��
���� �� � )��� �� �*�%����� �������� ���������# *���� ��� ���������� ��� �������
������������$# �� � ������ ������� �� ��� ��	��
 �����������# ��� ��� ������
L������%�����M ����� �� ��%����������� �� ����$ ��������� ����� ��� &���%�����
���������� ������� �� ��* �������	

(�����$# ��� ������ �� ��� ������$ ��������# *���� �������� � ���) ���*��� ���
�������� ���� �������� ��� ��� ����� ������ ����# ������$ ��� � ������� �3��� ��
��� ����������� �$������	 ���� �� ��� ���������� ��������� ����# ��� ���������%
����������� ������$ ���������# *���� ������ ����� ��� ������$ �������� ����� ��
��� ������ ������$	 =�*����# ��� ����� �� ����������� ������$ �������� ������ ��
����� �����$ ���������� ��� �� ������$ �� ����������� ������ �������� ���������	

>��������� ��� ������$ �� ��� ��3����� ��������������� �� ��� �����%����� ������
���������� ������$ �������� � ������� �+���������� *��)	 � &��� ���� �� ���� ��%
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� : ����+ �	 � ������� �������� ����� �� ���* �� ��� ��	��
 �����������

������� *�� ���� �� <������ [ ����� L����M# *���� ������� �����%����� ������
���������� *��� ���������$ �������� ���� � ����� �� ������ ��������	�����

��������	
�� ��������# ����������� ��� ����� ���������� *����� � ������ ������� �����%

*��) �������� � ������ ������������� �� *��� ��� ��� ��������� ����� �� ���
��������� ��� *��� �� C��� �� ���������� �������� ��� �� � ���������� ���)������
�� ��� ����������	 =�������$# ��� ������� ��������� ����� *��� ���������� �����%
�������'����� ���*��� ��� ���������� �����%����� ������ ������� ���# �������#
������� ������ ���������� ��� ��������� ��* �6����� ������'����� ����������	
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 	������� L���# 8;;7M �� � �����$%����� ���������� ��� ���������� ��������
���� ��������� ��� ����������� ����� �� �+������ ������� ��� � ���������� �� ��%
������	 ��� ������� �� ���&���� �$ ������������� ������$ � ������ �� �+������ ����
��� ���������� �������� ��������� �� � ����� �������� ������	

.� ���� ������� *� ������� �� �������� 	��
 	������� ��������� ��������� �$ ���
������� ��� ��%*��)���	 .� ����������# ������� 2	8 ��������� � ������� ���������
��� ����� ���$������ ����������# *���� ������� 2	� ������� �� � ���� �6�����
������ ���� �� �����&����$ ������� ��� ����� ���$������� �� ����� '���# ���� ��# ���
����� �������� ������	 ������� 2	0 ��������� ��� ������� *��� � ���� �� ���������
������������ �� ��� �������� 	��
 	������� ���������	

*�� +��! ���	�
�� ��� 	���	�
�� ����� �,��	��†

.� ��� 	��
 	������� ��������# �� ����������$ ����������� �� ��������� �� ���
��������� ������� ��� ��� ����������� �� ��������� ����� �� �+������ ������� ��� �
���������� �� ��������	 H��� ���� �������# � ����� ����� �� ����� �$ �������������
������$ � ������ �� �+������ ���� ��� ���������� �������� ��������� �� � �����
�������� ������	 >��� ���������� �������� ��������� � ����� �������� ���������
���� ��� �� ���� �� �������� �� � ��������� ��� �� � ���������� ������&������	
��� ���������� ������&������ �������� �� ��� ������'����� �� ��� ���������� �� ���
����� �����+������	 ,� ��� ����� ����# ���������� ������&������ ��������# �����
����� ������# ��� ��������� �� � �����$ �� ����� �����+�������# ��� ��������� �� �
������ �� �������� *���� �+������ ��� ���� ��������# ��� ��� ��������� �� ���
��	������ *���� ��������� ��� ��'� �� ��� ������ �� *���� ��� ���� ��� ��������$
������� �$ ������� �� ��� ������ �����$ �� �����+�������	 (�� � �������������
�������� �� ����� �������� ��� ��� ������� ���������� ��� ��)���� �� �+ L8;;7M	

�� ��� �� ��� ������� �� ����*���� ��������� �� ���������# ��3����� ����������
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�+���	 ��� ������ �� ��� ����*���� ��$ �� ��������� ������ ����� �� ����
� ������ ���������� �� �� ��� ���� ����������	 � ������� ���%������&������ ��
����%������ ���������� �� �� �������� ����	 ,� ��� ��� ����# � �������� ����*����
��$ �� ����R �� ���� ���� �� �� ��� �$ � ������ ������'����� ���� ������'�� ��
����� ��������� ���� ��� ��������� �������	 ,� ��� ����� ����# ��� ����*���� ��$
�� �������� ������$ ��� �������� ��� ���� ����$ �����	

.� ���� �������# *� ������� � ������ ���� ������� �� ��� ������ ����� �� �����
����%������ ����������	 �������� � ����� &+�� ������ ��� ����� ������ �����+�%
������# ��� ������ *� ��������� ������� ��� ����*���� �� � ����$%�$%����$ �����
�$ ����� �� � ����� �����%���%��� �����%����������	 ��� ������� �� ����*����
��������� �� ������� �� ��� ��������� �� ��� ������ k �� ����������� �+������
*���� ��� ����� � ���%'��� *����� �� ��� ����� �������� ���������	 >��� ���� �
���������� �� �������� ��� � �����&� ����$ �����# � ��� �� ����� ������ �� ������%
&��# ���� ��������� � ��3����� ������ �� ���������	 ��� ��������'����� ������$ ��
���� ����� �� ���� �������� ������� � ����� �����%���������� ���������	 (�����$#
� ���������� �� �������� ������ ��������� �� ��������� ��� ��3����� ������ �� ���
����� �� ���� ��������� �� ����� �����%���������� ������	

��� ���� ������ �� ����� � ����$%�$%����$ ����*���� ��������� �� ���� ��
����*� ������ ���������� �� ��� ����� ��������������� �� ��� ������� �� ����	

�������# ���� �������� �� ���� �� ������ �������$ ��� ���� �� *���� ��� �������� ��
������� ��%���� L2������� �� �+# 8;;;�M	 ,� ��� ����� ����# � �������$ ������'��
����*���� �������� *����# �� ���������# ������� ��� ������ ������'����� �� ��
�������� ���� ���� ��� ������������ �� ��� �+������ �������	

��� ��C�� ������������ �� ���� �������� �������� �� ��� �������� �� ��� ������
���� ���� �$����� ��������� �� ��� �����+� �� 	��
 	�������	 ���� �� �� ���������
��� �6����� �������� �� ��� ������������$ ����������� ������� �� �������$��� ���
���������� � �������� �� ����� ������ ������ �������� �� ��� ����$ �����# ����
��������� � ���*��� ������ �� ���������	 .� �� *���� �������� ���� ���� � �����%
���%��� �����%���������� �� ���� ����� ���������� ���� ��� ������� ��$ �����&����
������������� ��������# ����� �� �� �������� ������ ��� �B>�� ��������� L
$���#
8;; M *���� �����$ ���� ������� ������� �������� �$ ��� ��������� ����� �������
���������	 ������ [ ��)���� L8;; M ���� ������$ ��� ��������� ����� ������� ����%
����� ��� ��� ����������� ������ �� � ��� �� ����� ������	 ��� *��) �������� ����
�������� �� �������� L2�������� �� �+# 8;;;M ��������� �� *����# ��� ��� &��� ����#
��� ��������� ����� ������� ��������� �� ������� �� � ����$%�$%����$ �����������
�� �� �3������ *�$ �� �+����� ��� ������������ �� ���� ����$ �����	

�� � ������ ������������# *� ������� � ����������# �� � ����� �����# ���*��� �
����������� ��� � ����������� �������� �� ����� ���������	 ,� ��� ������� �� �+%
�������� � &��� ���������� ���� � ��� �� ������������# *� �������� � ��		���������
� �������$ *��� � �������$ ����� �� ��� �����	����	 �� ���������� LH������#
8;;�M	

.� ������� 2	8	 �� �+���������� ����$��� �� ��� ��������� ��������� ��� �����
������&������ ��� ���������� �� ���������	 ��� ��������� ��������# ���� �� ���%
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C������� *��� ��3����� ���������� ��� ����� ��������� �� �����������# �� ��������
�+�����������$ *��� � ������������ �����	 ������� ��� *��� '�����# ��� ����%�����
���� ��������� �$ B��� W������ ��� ���������� �����*���%������ ������	�

3���� 5���� ���&���� ��&�������

/���� �*� ��������� x ∈ �d ��� y ∈ �# ��� �� �������� ��� ������� f: �d → �#
)��*� ���$ ������� � ��� �� N �+������ {(xj , yj)}Nj=1 �������� �� �����*��

yj = f(xj) + εj ,

*���� ∀j# εj �� � ������ �������� ���� ���� E[εj] = 0 ��� E[εjεl] = 0# ∀l �= j# ���
���� ���� E[εm

j ] = µm(xj)# ∀m ≥ 2# *���� µm(·) �� ��� ��)��*� m%�� ������ ��
��� ������������ �� εj ��� �� ��&��� �� � �������� �� xj 	 .� ���������� ��� m = 2#
��� ���� �� ��� ����� ��������� ���������� ������� ���� �� ���������� �� ������
���������������$ �� ����	

��� ������� �� ����� ���������� ��� �� ������ �� ��� ������� �� ����������
��� ����� ���� ��� ���������� �������� f(x) = E[y|x] ������� ��� � �����&� ����$
����� x# ����� ����������� ���������� ���$ �� � ������������ �� x	

/���� � ����$ ����� xq# ��� ����� ��� �$�������� �� � ����� ���������������$
�� εj# ��� ��������� β �� � ����� ������ �����+������� �� f �� � ������������ ��
xq ��� �� �������� ������� ��� ����� ���$������ �����������

N∑
j=1

{(
yj − x′

jβ
)2

K

(
D(xj , xq)

h

)}
, L2	8M

*����# ����� � ������ �� ��� ����� �d# D(xj, xq) �� ��� �������� ���� ��� ����$
����� �� ��� j%�� �+�����# K �� � *����� ��������# h �� ��� ����*����# ��� *����
� �������� ����� 1 ��� ���� �������� �� ���� ������ xj �� ����� �� �������� �
�������� ���� �� ��� ����������	

.� �����+ ��������# ��� �������� �� ��� ����� ������ *������� ����� �������
������� �� ����� �$�

β̂ = (X ′W ′WX)−1X ′W ′Wy = (Z ′Z)−1Z ′v = PZ ′v,

*���� X �� � �����+ *���� j%�� ��* �� x′
j # y �� � ������ *���� j%�� ������� �� yj#

W �� � �������� �����+ *���� j%�� �������� ������� �� wjj =
√

K (D(xj , xq)/h)#
Z = WX# v = Wy# ��� ��� �����+ X ′W ′WX = Z ′Z �� ������� �� �� ���%
�������� �� ���� ��� ������� P = (Z ′Z)−1 �� ��&���	

,��� �������� ��� ����� ������ ���$������ �����+�������# � ���������� �� yq =
f(xq)# �� &����$ ����� �$�

ŷq = x′
qβ̂.

�������� �� ����	� ��� ��������� �� ������������	���	�����
�
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�������# �+�������� ��� ��������$ �� ��� ����� �����+������# � �����%���%��� �����%
���������� ���������� �� ��� ����� �������� E[(yq − ŷq)

2] ��� �� �������� *������
��$ �����&���� ��������	 .� ����# ����� ��� �B>�� ��������� L
$���# 8;; M# ��
�� �������� �� ��������� ��� ����� εcv

l = yl − x′
lβ̂−l# *������ �+�������$ �������$���

��� ���������� β̂−l ���� ��� �+������ ��������� *��� ��� l%�� �������	 ���
����������� �� ��� �B>�� ��������� ��� ��� ���� �� ���� �� ��� �����*����

εcv
l = yl − x′

lβ̂−l =
yl − x′

lPZ ′v

1− z′lPzl

=
yl − x′

lβ̂

1− hll

, L2	�M

*���� z′l �� ��� l%�� ��* �� Z ��� ��������� zl = wllxl# ��� *���� hll �� ��� l%��
�������� ������� �� ��� @�� �����3 H = ZPZ ′ = Z(Z ′Z)−1Z ′	

3���	 ��������� ����� ��&�������

.� *��� �����*�# ��� ��� ��)� �� ���������$# *� *��� ����� �� ������ �����+������	
�� �+������� �� ������� ���$������ �����+������� �� ��$ ������ �� �����������%
*���	 H� *��� ������ ���� ���� � ������ �� ��� ����� �d �� �����	 ��� ���
��������� *��� �� ���� �������� �� ��� ������� �� ����*���� ���������	

.� �� � *����� �������� K ��� ��������� ��������

K

(
D(xj , xq)

h

)
=

{
1 �� D(xj , xq) ≤ h#

0 �����*���R
L2	0M

�� �������# ��� ������'����� �� ��� ��������� h ��� �� �����������$ �������
�� ��� ������'����� �� ��� ������ k �� ��������� �� *���� � ������$ *����� ��
�������� �� ��� ����� ���������� ����������	 .� ����� *����# *� ������ ��� �������
�� ����*���� ��������� �� � ������ �� ��� ����� �� h(k) = D(x(k), xq)# *���� x(k)
�� ��� k%�� ������� �������� �� ��� ����$ �����	

��� ���� ��������� �������� ���� ��� �������� �� ��� *����� �������� ��&���
�� >������� 2	0# �� ����# �����$ �$ �������� ��� ��������� β̂(k) �� ��� �����
������&�� ����� ��� k ������� ���������# �� �� �����������*��� ��� ���+������� ��
������ β̂(k+1)	 .� ����# ���������� � ���� �� ��� �������� ��������� ����� �������
��������� L2������# 8;77M# *� �����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P (k + 1) = P (k)− P (k)x(k + 1)x′(k + 1)P (k)

1 + x′(k + 1)P (k)x(k + 1)

γ(k + 1) = P (k + 1)x(k + 1)

e(k + 1) = y(k + 1)− x′(k + 1)β̂(k)

β̂(k + 1) = β̂(k) + γ(k + 1)e(k + 1)

L2	 M

*���� P (k) = (Z ′Z)−1 *��� h = h(k)# ��� *���� x(k + 1) �� ��� (k + 1)%��
������� �������� �� ��� ����$ �����	
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�������# ���� ��� �����+ P (k + 1) �� ���������# ��� �����%���%��� �����%
���������� ������ ��� �� �������$ ���������� *������ ��� ���� �� ��$ ������� �����
������&�������

εcv
l (k + 1) =

yl − x′
lβ̂(k + 1)

1− x′
lP (k + 1)xl

, ∀l : D(xl, xq) ≤ h(k + 1). L2	"M

.� *��� �� ������ �� ��� �����*��� �� ��&�� ��� ���� ����� �� k ��� [k × 1] ������
ecv(k) ���� �������� ��� ��� �����%���%��� ������ ���������� �� ��� ����� β̂(k)	

,��� �� ��������'����� β̂(0) = β̃ ��� P (0) = P̃ �� �����# >������� 2	 ���
>������� 2	" ����������$ �������� ��� ��3����� ������ �� k � ����� �����+�������
�� ��� ���������� �������� f # � ���������� �� ��� ����� �� ��� ���������� �������� ��
��� ����$ �����# ��� ��� ������ �� �����%���%��� ������ ���� *���� �� �� ��������
�� �+����� �� �������� �� ��� �������� �� ��� ���������� �����	 -����� ���� β̃ �� ��
� ������ �������� �� ��� ��������� ��� P̃ �� ��� ���������� �����+ ���� ��U����
��� ����������$ �� β̃ L2������# 8;77M	 (�� ���%�������� ��������'�����# ��� �����*���
�� ������$ �������� P̃ = λI# *��� λ ����� ��� *���� I �� ��� �������$ �����+	

3���� 5���� ����� ��������� ��� ���!�������

��� ��������� ��������� ��������� �$ >������� 2	 ��� >������� 2	" ������� ���
� ����� ����$ ����� xq# � ��� �� ����������� ŷq(k) = x′

qβ̂(k)# �������� *��� � ���
�� ���������� �����%���%��� ����� ������� ecv(k)	

(��� ��� ����������� ���������# � &��� ���������� ŷq �� ��� ����� �� ��� ������%
���� �������� ��� �� �������� �� ��3����� *�$�	 �*� ���� ��������� ������� ��
�� ����������� ��� &��� �� ����� �� ��� ��������� �� ��� ���� �����+������ ������%
��� �� � ����� ���������# *���� ��� ������ ������� � ���������� �� � �����������
�� ���� ����� ������	

.� ��� ��������� ��������# ���������$ ������ ��		����������# �� �������# ���
���� ������� *�$ �� �+����� � &��� ���������� ŷq# �������� �� ��������� ��� ���%
������� �������� ��� ���� ����� �� k �� ��� ����� �� ��� ������������	 �$���� �����
����������

ŷq = x′
qβ̂(k̂), *��� k̂ = arg min

k

�>(k) = arg min

k

∑k
j=1 ωj

(
ecv

j (k)
)2∑k

j=1 ωj

;

*���� ωj ��� *������ ���� ��� �� �����������$ ���� �� �������� ���� ����� ��%
������� �� ��� �������� ���� ��� ����$ ����� �� ��� ����� �� *���� ��� �����
����������� L��)���� �� �+# 8;;7M	

�� �� ����������� �� ��� ��		���������� ��������# *� �+������ ���� ��� ��%
����������� �� ����� ������������ �� ��������� LH������# 8;;�M	 �������� ���� ��
���� ���� ��� ���	 �$���� ����� ���������# ��� &��� ���������� �� ��� ����� yq ��
�������� �� � *������� ������� �� ��� ���� b ������# *���� b �� � ��������� ��
��� ���������	 ������� ��� ����������� ŷq(k) ��� ��� ����� ������� ecv(k) ����
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������� ��� ������ ��� ����� � ���

-����� �� �+������ "�: ��; 8"; 0;� 8:7 00�
-����� �� ���������� 80 : 8: 7 9 9

����� 2	8� � ������$ �� ��� ��������������� �� ��� �������� ����������	

���� ������� �������� � �������� �� �������� {kj} �� ���� 
�>(kj) ≤ 
�>(kl)#
∀j < l	 ��� ���������� �� ŷq �� ����� �$

ŷq =

∑b
j=1 ζj ŷq(kj)∑b

j=1 ζj

, L2	:M

*���� ��� *������ ��� ��� ������� �� ��� ���� ������ ������� ζj = 1/
�>(kj)	
���� �� �� �+����� �� ��� 
�	������� �	����� ������ L������� [ 1�����# 8;;0M	

3���# )���������� ��� �������

��� �+���������� ���������� �� ��� ����������� ����� ������&������ ��� ����%
������ ��������� *�� ��������� �� ��+ ��������	 ��� &��� &��# ��������� �$
W������ L8;;0�M# *��� �������� ���� ��� 41. B��������$ �� ������� ��������
��������� L2��)� [ 
��'# 8;;9M# *���� ��� ���� ���# � ���# *�� �������� �$
5�� 2������	 � ������$ �� ��� ��������������� �� ���� ������� �� ��������� ��
����� 2	8	

��� ������� �������� ����� ��� ��������� ������&������ ��� ���������� ��%
�������# �������� *��� ��3����� ���������� ��� ����� ��������� �� �����������	
H� ���������� ���� �*� ���������� �� *���� k �� �������� �������$�

���� 5���� ����*���� ��������� ��� ������ ����� ������	 ��� ������ �� ���������
�� �������� �� � ����$%�$%����$ ����� ��� ��� ���������� �������� �� ��� ���
�� ��� ���� ����� ��������� �� ��� ���� ������ ����� ���������	

���� 5���� ����*���� ��������� ��� �������� ����� ������	 ��� ��������� ���
�������� ������ �� ������� �������$ ���� ��� ��������� ������ ��������� ��
>������� 2	 ��� >������� 2	"	 ��� ���� ����� �� �������� ��������� ��
��� ���� ������ ����� ���������	

���� 5���� ����������� �� ����������	 ���� �� �� �+����� �� ��� ������ ��%
������� �� >������� 2	:	 ,� ��� �������� ��������# ��� ���� ����$ ��� ����
� ������ ����� ������ ��� ��� ���� � �������� ������ ��� ��������	

���� /����� ����*���� ��������� ��� ������ ����� ������	 ��� ����� �� k �� ��%
������ ������'��� ��� ���������� ����� �� 20%���� �����%���������� �� ���
������� ���������	 ���� ����� �� ���� ���� ��� ��� ��� ����$ ������	
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����� 2	0� B������� ����� LbM �� ������ �����	

���� /����� ����*���� ��������� ��� �������� ����� ������	 �� �� ��+# ��� �����
�� k �� ������'�� �������$ ��� )��� �������� ��� ��� ��� �������	

�� ��� �� ��� ������ �� ���������# *� ������� � ������ >�������� ������ �����
�� ��� �������� ��U����� L�����	��M �� ��� ���������� L(�������# 8;; M	 H� ���
���&���� ���� ��� �������� �� � ����� ������ ����� ������� ��� ����������� ��
��� 	��
 	������� ������	

��� ������� �� ��� ������� ���������� ��� �������� *��� ����� *� ��������#
�� ��� ���� �+���������� ��������# *��� � ������������ �����	 ������� ��� *���
'�����# ��� ����%����� ���� ��������� �$ W������ ��� ���������� �����*���%������
������	 H���� '����� �� �� ���������� ���� *���� �������� �� ��������� �����
��������� ��� ������� ��� ���� �+������ ����������# � ���� ���������� *��� � �����
������� �����	 ������� ������ ������� � �����%��%���%��� ��������� ��������� ���
����������� ��� ���� ����������� ������ �� ������ ��� ������ ��$�� ������
��������	 .� ����� �� ����� �������� ���������� �� ��� �����# *� �������� ����
������� ��3����� �*�%��$�� ���*��)� *��� ��������� ���������� �������� �� ���
&��� ��$��# ��� ������ �� ��� ������# ��� *���� ��� ������ �� ������ �� ���
������ ��$�� ������ ���*��� � ��� 8�	 >��� �� ����� ���*��) �� ������� ����� ���
5��������%
�������� ��������� �� ���� �� ��� �������	 ��� ������ *� ������ ��
��� ���� � ���������� �� ��� ���� ���	 ���������# *� ��� ���� ������$ ������	
 ��
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����� �� ��� ������������ �����	 �������	
>��� �������� *�� ������ �� ���� ������� ����� ��� ���� 10%���� �����%

���������� �������$	 >��� ������� *�� ������� �������$ ���� 10 ������ �� �����$
����� ��'�	 .� ����# ���� �� ����� ������ *�� ���� �� � ������� ��� *���� ���
��������� ���� �������� *��� ��������� ��� �+������	 ���� ��� ��� ������� ���%
������ � ���������� �� ��� ���� ������ �����# ����� ��� ���� �� ���� ��� ���� ���
�� �+������	 .� ����� 2	� *� ������� ��� ������� �������� �$ ��� ��� �������# ���
�������� �� ��� 10 �����%���������� ������	 ����� ��� ������� *��� ��������
�� ��� ���� �+������ �� �+����$ ��� ���� ����������# ��� ��������� ���%������
������ ���� �� �����&����� ��� �� ����	 .� *��� �����*�# �$ Y�����&�����$ ������Z
*� ���� ������ �� ����� �� � "b �����&����� �����	

��� &��� ������������� ����� ��� ������� �������� ��� ����� ����������� ��
����������	 ��������� �� ����� 2	�# ��� ������ 	�' �������� �� ������� ��*�$�
������ ���� ��� ��		���������� ������ ��� ��������	 ,� �*� ������� 	�' ��
�����&�����$ ������ ���� ���� 	�+ ��� 	�,R ��� �� ����� ������� �� �� �����&�����$
������ ���� ��� �� ��� �*�# ��� ������ �� ������� ���� ��� �����	

��� ������ ������������� �� ����� ��� ���������� ���*��� ��� ����$%�$%
����$ ����*���� ��������� ��� � ������ ������'����� �� ��� ������ �� ����������
�� ������� 	�+ ��� 	�, �������� ������ ���� ����� ������������ ��+ ��� ��,	 ,�
�*� �������� 	�+ �� �����&�����$ ������ ���� ��+# *���� �� ����� ��� ���� �� ���
����� ����	 ,� ��� ������� 	�, �� �����&�����$ ������ ���� ��,	

�� ��� �� ��� ���������� *��� '����� �� ���������# ��� ��������� 	��
 	�������
������&������ ��� ���������� �������� ������� ������� ���������� *��� ����� ��%
������ �$ ��� �����%��%���%��� ������ ����������� �� '�����	 ,� ��� ��+ ��������#
	�' �������� ��� ���� �����&�����$ ������ ���� '�����# ��� ��� ���� �����&�����$
*����	

�� ��� �� ��� ���������� *��� ��� ������������ �����	 ������� �� ���������#
��� �������� 	��
 	������� ������ 	�' ������� ������� ���� ��� �����&�����$ ������
�� &�� �������� ���*����������� ��� �����������$ ��������� ������� �� *���� ���
������ ���*��) ��� ���� ��������	

��� ������ ����+ �� ����������� *� ������������ �� ��� ������� �����# ��&���
�� ��� ���� ������ ����� �� ������ �����# �������'�� �$ ��� �������� �� ��� ����
���	 ��� �������� ������ ��� ��������� �� ����� 2	0 ��� ���* � ������� �������
�� ����� 2	�# �������� ��� ���� ������ ������ ���������� ���� ������'� ������
�������� ������	

� ������� �+���������� ���������� �� ��� 	��
 	������� ��������� ��������� ����
�� ����� �� 2������� L8;;;M *���� � ������ ������ �� �������� ��� ���������� ���
����� �����%��%���%��� ���������� ��� �������� �� ��� ����$���	

��� �+���������� ������� ���&�� ���� ��� ��������� ����� ������� ��������� ���
�� �3�������$ ���� �� � ����� �����+�	 ������ ��� ������� ������ �������# ��� �����
����������� �� ����������# ������&�� ��� ��������� ����������$# ���*�� �� �� ����
�� ������� *��� � �����%��%���%��� ��������	
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*�� -������� ������ 
� � ����� ����
��‡

��� 	��
 	������� ��������� ��������� �� ������� 2	8 ��� �� ���� �� ����������$
�������$ ��� �������� ����� ������ �� ��$ ������ ��� ����# �� ���������# ���� ���
�������� ������# ���� ��# ��� ���$������� �� ������ '���	

��$*�$ � ��� ���� �6����� �������������� �� �������� *���� ����$ �+������
���������� �������� �� �������� ������	 .� ���� ������� *� ����� �� ��� ������%
���� �� ���� �� ��������� ��� ��������� ������&������ ��� ��������� �����%���%���
���������� �� ����� ���$������ �����+������� �� ������ '���	 H� ��)� ��� �������
���� �� ����������� ������ ��� ���� ��&��� �� ��� ����� ����� �d# ���� � ������%
����� *�������� )����� ��� ���� �������# ��� ���� �� ��������� ��� ���� ������
�� L�6������$M �������� ���� ��� �������� ������� ��� K%�������%��������� �� �
����� ����$ ����� xq	 H� ������ ���� ���� �� �� �������� �� ������ � �������� ��
���������� $������ �$ �������� ������# ���� ������&�� �� ��� ����� �� � ���*���
������ �� �������%��������� �� ��� ����$ �����# �������� *��� ����� ����������
���� ������ ����� �� �����%����������	 .� ����� *����# *� ������� ���� � ������
��� ���� ��&��� �� ����� �� �+����� � &��� ���������� �������� ���� � ��������
�� �����+������� �� ������ '���# ��� ���� ����� �����%���%��� ����������# ���
�� ���� ���� ���������� ��������� �� ������ ������ �����+������� ������&�� ���
��������� ������� �� ����������� ���������	

3�	�� 5���� �������� ������ ��� ����� ����������

H� ������� ���� � ������ �� K �������%��������� �� ��� ����$ ����� xq �� ����
��� ���� ��������	 ��� �������� {(xj , yj)}Kj=1 *��� ��# ���� ���� ��# ��� ��������
�� ��� K%�������%��������� ������� �� ���� D(xj, xq) ≤ D(xl, xq)# ∀j ≤ l# *����
D �� �� ����������� �������� �������� �� ��� ����� �d	

� ������� ����� �������� ����� ������&�� �� ��� &��� k ������� ��������� �� ���
��������� ����� �����
� L��������# 8;;8M �� ��� ������ ���������� �� ��� �������
k �+�������

ŷ(k) =
1

k

k∑
j=1

yj = µ̂(k). L2	7M

� �����%���%��� ���� ������ ����� �� ���� ����� �� ������ �� �����*��

msecv(k) =
1

k

k∑
l=1

(
εcv

l (k)
)2

, L2	9M

*���� εcv
l (k) �� ��� ����� �� ��� ���������� �� ��� l%�� ��������# $������ �$ ���

‡��� ������� �� ����
 �� ��������� 6 �������� &-888�'5
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����� ������&�� �� ��� k �������%��������� *��� ��� l%�� ��������

εcv
l (k) = yl − ŷ−l(k) = yl −

∑k
j=1 yj

j �=l

k − 1

= yl −
∑k

j=1 yj

k − 1
= yl −

k

∑k
j=1 yj

k
− yl

k − 1

= yl −
kµ̂(k)− yl

k − 1

kyl − kµ̂(k)

k − 1

=
k

k − 1

(
yl − µ̂(k)

)
=

k

k − 1

(
yl − ŷ(k)

)
=

k

k − 1
εl(k).

L2	;M

>������� 2	; ���*� ���� ��� �����%���%��� ����� ��� ��� l%�� �������� �� � ������
�������� �� ��� ��%������������ ����� ��� ���� ��� ������ �� xl	 (��� >���%
����� 2	9 ��� 2	;# �� �����*� �����

msecv(k) =

∑k
l=1

(
k

k−1
εl(k)

)2

k
=

k2

(k−1)2

∑k
l=1

(
yl − µ̂(k)

)2

k

=
k

k − 1

∑k
l=1

(
yl − µ̂(k)

)2

k − 1
=

k

k − 1
σ̂2(k),

L2	8�M

*���� σ̂2(k) �� ��� ����� �����	�� L��������# 8;;8M �� ��� ������ ���������� ��
��� ������� k �+������	

3�	�	 ��� ��������� ��&������

.� ������� 2	�	8 *� ���� ��&��� ��� ����� ���������� ��� ��� �����%���%��� ����
������ ����� �������� ���� ��� &��� k �������%��������� ��� � ������� ����� �� k	

.� ���� ������� *� ������ � ��������� ����������� �� >�������� 2	7 ��� 2	8�#
���� ��# *� *��� ��)� �+������ ��� ��������� ���� ����* ��� ����������� �� ŷ(k)
��� msecv(k) �������� ���� ŷ(k−1)# msecv(k−1)# ��� ��� k%�� �������%��������
yk	

��� ��������� ����������� �� ��� ���������� ŷ(k) ��� �� �����$ �������� ��%
������� �����

µ̂(k) =
1

k

k∑
j=1

yj =

∑k−1
j=1 yj + yk

k

=
(k − 1)

∑k−1
j=1 yj

k − 1
+ yk

k
=

(k − 1)µ̂(k − 1) + yk

k

=
k − 1

k
µ̂(k − 1) +

1

k
yk.

L2	88M
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(��� >�������� 2	7 ��� 2	88# �� �����*� �������$ �����

ŷ(k) =
k − 1

k
ŷ(k − 1) +

1

k
yk. L2	8�M

�� ��� �� ��� ��������� ����������� �� ��� �����%���%��� ���� ������ ����� ��
���������# � �������$ ������ ������������� �� ������	 ��� ����� �� ��� ���������
����������� �� ��� ������ �������� ��� �� �������� ���� ��� �����*����

σ̂2(k) =

∑k
l=1

(
yl − µ̂(k)

)2

k − 1

=
1

k − 1

k∑
l=1

(
yl −

(k − 1)µ̂(k − 1) + yk

k

)2

=
1

k − 1

k∑
l=1

(
yl −

kµ̂(k − 1)− µ̂(k − 1) + yk

k

)2

=
1

k − 1

k∑
l=1

((
yl − µ̂(k − 1)

)
− yk − µ̂(k − 1)

k

)2

=
1

k − 1

k∑
l=1

((
yl − µ̂(k − 1)

)2
+

(
yk − µ̂(k − 1)

k

)2

− 2
(
yl − µ̂(k − 1)

)yk − µ̂(k − 1)

k

)

=
1

k − 1

k∑
l=1

(
yl − µ̂(k − 1)

)2
+

1

k − 1

k∑
l=1

(
yk − µ̂(k − 1)

k

)2

− 2
1

k − 1

k∑
l=1

((
yl − µ̂(k − 1)

)(yk − µ̂(k − 1)
)

k

)

=
1

k − 1

(
k−1∑
l=1

(
yl − µ̂(k − 1)

)2
+
(
yk − µ̂(k − 1)

)2

)

+
1

k − 1
k

(
yk − µ̂(k − 1)

k

)2

− 2

k − 1

(
yk − µ̂(k − 1)

)
k

(
k∑

l=1

yl − kµ̂(k − 1)

)

=
k − 2

k − 1

∑k−1
l=1

(
yl − µ̂(k − 1)

)2

k − 2
+

1

k − 1

(
yk − µ̂(k − 1)

)2

+
1

k(k − 1)

(
yk − µ̂(k − 1)

)2
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− 2

k(k − 1)

(
yk − µ̂(k − 1)

)(k−1∑
l=1

yl + yk − kµ̂(k − 1)

)

=
k − 2

k − 1
σ̂2(k − 1) +

k + 1

k(k − 1)

(
yk − µ̂(k − 1)

)2

− 2

k(k − 1)

(
yk − µ̂(k − 1)

)(
(k − 1)µ̂(k − 1) + yk − kµ̂(k − 1)

)
=

k − 2

k − 1
σ̂2(k − 1) +

k + 1

k(k − 1)

(
yk − µ̂(k − 1)

)2 − 2

k(k − 1)

(
yk − µ̂(k − 1)

)2

=
k − 2

k − 1
σ̂2(k − 1) +

1

k

(
yk − µ̂(k − 1)

)2
.

B���������� ��* ��� ������ �� >������� 2	8�# *� ������ ��� ��������� �������%
���� �� ��� �����%���%��� ���� ������ ������

msecv(k) =
k(k − 2)2

(k − 1)3
msecv(k − 1) +

1

k − 1

(
yk − µ̂(k − 1)

)2
. L2	80M

3�	�� 4���������

��� ��������� ��������� �� ������� 2	�	� ��������# ��� � ����� ����$# ��� ��%
������ �� ��� ����������� ��� ��� �������� �� ��� ���� ������ ������ *��� �
���*��� ������ �� �������%��������� �� ���� �� ����� �������� ������	

��� ��������� �� >������� 2	8� �� ��������'�� ��� k = 1 *��� ŷ(1) = y1# ����
��# *��� ��� ������ ���������� *��� ��� �������%��������	 ,� ��� �������$# ���
��������� �� ��� ���� ������ ����� �� ������� ��� k = 2 ����� � �����%���%��� �����
������ �� ��&��� ��� ���� ���� �*� �+������	 (����������# �� �� *���� ��������
���� �� � ������# ���� msecv(1) ���� ��� ���� �� �� �+�������$ ��������'�� ����� ���
k = 2 ��� &��� ���� �� >������� 2	80 ������ '��� ������� �� ��� ��������� �� ���
���6�����	

.� &���� 2	8 *� ������� � ���������� ���*��� ��� ��������� ��������� ���������
�$ >�������� 2	8� ��� 2	80 ��� ��� ���%��������� ����������� �������� ����
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